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VERSÃO 1 

 

Para cada resposta, identifique o item.  

Apresente as suas respostas de forma legível.  

As cotações dos itens encontram-se no final do enunciado da prova. 

Não é necessário o uso de máquina de calcular. 

 

 

 

Na resposta aos itens de escolha múltipla, selecione a opção correta. Escreva, na 

folha de respostas, o número do item e a letra que identifica a opção escolhida.  

Na resposta aos restantes, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas 

as justificações necessárias.  
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Figura 1 

1. Qualquer que seja a progressão geométrica (𝑢𝑛) de termos positivos, tal que: 

 𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛 = 0,  𝑛 ∈ ℕ 

      a soma dos primeiros 1012 termos é igual a: 

(A) 1012 (B) 2024 𝑢1 (C) 1 (D) 1012 𝑢1 

2. No dia 1 de janeiro de 2020, foi iniciado um investimento com a duração de 5 anos. 

• Em 1 de janeiro de 2020, foram depositados 1 000€. 

• Em 1 de janeiro de cada um dos 4 anos seguintes (2021, 2022, 2023 𝑒 2024), foram 

efetuados novos depósitos, de modo que os valores em euros do depósito inicial e dos 

novos depósitos efetuados nos anos seguintes constituem uma progressão aritmética de 

razão 100. 

• O capital depositado em cada data é remunerado a uma taxa anual fixa de juro simples 

de 2%. 

 No final do investimento (em 1 de janeiro de 2025), o montante total acumulado, o que 

inclui os juros recebidos, é: 

(A) 6 340€ (B) 6 312€ (C) 6 300€ (D) 6 000€ 

 

3. Na Figura 1 está representada a tracejado, num referencial o.n. 𝑥𝑂𝑦, a circunferência 

trigonométrica.  

O ângulo de amplitude 𝛼 radianos, com 𝛼 ∈ ]
π

 2 
, 𝜋[ , tem por lado origem o semieixo positivo 

𝑂𝑥 e por lado extremidade a semirreta 𝑂̇𝐴. 

 

Sabe-se que:  

• o ponto 𝐴 pertence à circunferência 

trigonométrica;  

• o ponto 𝐷 tem coordenadas (−1,0); 

• o ponto 𝐵 pertence ao segundo quadrante 

e tem a mesma ordenada do ponto 𝐴; 

• o ponto 𝐶 pertence ao eixo 𝑂𝑥 e tem a 

mesma abcissa do ponto 𝐵; 

• 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2. 

 

3.1. Mostre que a área do trapézio [𝐴𝐵𝐶𝑂], representada a sombreado, é dada em função 
de α por:  

𝑓(𝛼) =
4 sin𝛼 − sin𝛼 cos𝛼  

2
   

3.2. Seja 𝑔(𝛼) a área do triângulo [𝐴𝐵𝐷].  

 Para um certo valor de 𝛼 sabe-se que 
 𝑓(𝛼)

𝑔(𝛼)
=

9

 4 
 

 Determine, para esse valor de 𝛼, o valor exato das coordenadas do ponto 𝐴. 
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4. Considere a função 𝑓, de domínio ℝ, definida por: 

𝑓(𝑥) = sin (
 3𝜋 

 2 
− 𝑥) − cos (

𝜋

 2 
+ 𝑥) + cos(𝑥 + 𝜋) − sin (𝑥 −

 𝜋 

2
) 

 

4.1. Mostre que 𝑓(𝑥) = sin𝑥 − cos 𝑥 

4.2. Sabendo que tan𝛽 =
3

 4 
   e  𝛽 ∈ ]−𝜋, 0[ , calcule o valor de 𝑓(𝛽). 

 
 
5. Considere as seguintes proposições: 

I. Se 𝛼 radianos for a amplitude de um ângulo orientado tal que sin𝛼 > 0  e  tan𝛼 < 0 

então cos(2026𝜋 − 𝛼) < 0 

II. Se 𝑔 for uma função definida em ℝ por  

𝑔(𝑥) = sin(𝑎𝑥)  

em que 𝑎 é um número real não nulo, tal que os únicos pontos onde 𝑔 muda de sinal 

são os de abcissa 𝑥 =
𝑘𝜋

2
, 𝑘 ∈ ℤ 

então o período positivo mínimo de 𝑔 é igual a 𝜋  

 Qual das opções seguintes é a correta? 

(A) As proposições I e II são verdadeiras. 

(B)   A proposição I é verdadeira e a II é falsa. 

(C)  A proposição I é falsa e a II é verdadeira. 

(D)  As proposições I e II são falsas. 

 

 

6. Considere, num referencial o.n. 𝑥𝑂𝑦, as retas 𝑟 e 𝑠 e o ponto 𝑃. 

Sabe-se que: 

• 𝑟: (𝑥, 𝑦) = (1,1) + 𝑘(−1,3), 𝑘 ∈ ℝ 

• 𝑠: 𝑥 + 2𝑦 − 13 = 0 

• o ponto 𝑃 pertence à reta 𝑟 e ao eixo 𝑂𝑦 

 Determine a distância de 𝑃 a 𝑠. 
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Figura 3 

Figura 2 

7. Na Figura 2 está representada uma circunferência, uma reta 𝑟 que não a interseta e um ponto 

𝑋 exterior a ambas. 
 

Sabe-se que: 

• Na circunferência estão assinalados seis 

pontos distintos 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 e 𝐹; 
 

• Na reta 𝑟 estão assinalados cinco pontos 

distintos 𝑃, 𝑄, 𝑅, 𝑆 e 𝑇; 
 

• Os pontos 𝑃, 𝐴, 𝐷 e 𝑋 são colineares; 
 

• Os pontos 𝑄, 𝐵, 𝐶 e 𝑋 são colineares; 
 

• Além das situações referidas, nenhuma 

reta do plano contém três ou mais dos 

doze pontos representados. 

 

Considere apenas as posições relativas indicadas na figura. 

O número de triângulos que se podem formar, tendo por vértices três dos doze pontos  

representados e exatamente um vértice na reta 𝑟, é: 

(A) 5 × 𝐶2.
7  (B) 5 × 𝐶2.

7 − 2 × 𝐶2.
3  

(C) 5 × 𝐶2.
7 − 2 × 𝐶2.

3 − 2 × 𝐶2.
4  (D) 5 × 𝐶2.

7 − 2 × 𝐶2.
3 − 𝐶2.

4  

 

 

 

 

8. Na Figura 3, está representada num referencial 

o.n. 𝑂𝑥𝑦𝑧, uma pirâmide quadrangular regular 

[𝐴𝐵𝐶𝐷𝑉], cuja base está contida no plano 𝑥𝑂𝑦. 

 

Sabe-se que:  

• o vértice 𝐴 pertence ao semieixo positivo 𝑂𝑥; 
 

• o vértice 𝐵 pertence ao semieixo positivo 𝑂𝑦; 
 

• o quadrilátero [𝐴𝑂𝐵𝑃] é um losango de lado ℓ. 

 

 Mostre que 𝐴𝑉⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = ℓ2 

  

 

 

 

 



 
 

SPM • Teste de Matemática 𝐴 • 11.º Ano • 5/5 
 

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 
 
PROIBIDA A REPRODUÇÃO OU DIVULGAÇÃO TOTAL OU PARCIAL POR QUALQUER MEIO. O PRESENTE ENUNCIADO É PROPRIEDADE DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMÁTICA E A SUA DIVULGAÇÃO É 

SUSCEPTÍVEL DE CAUSAR GRAVES PREJUÍZOS À SPM E ÀS SUAS ESCOLAS ASSOCIADAS. OS RESPONSÁVEIS SERÃO PROCESSADOS CIVIL E CRIMINALMENTE PELOS PREJUÍZOS CAUSADOS. 

 

9. Considere a reta 𝑟 e os planos 𝛼𝑡 e  𝛽, definidos num referencial o.n. 𝑂𝑥𝑦𝑧, por: 
 

• 𝑟: (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (4, 0, 2) + 𝑘(2,−1, 1), 𝑘 ∈ ℝ 

• 𝛼𝑡: 𝑥 + 𝑦 + 𝑡𝑧 − 2 = 0, 𝑡 ∈ ℝ 

• 𝛽: 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0 

Considere agora as frases seguintes que se encontram incompletas relativamente às posições 

relativas consideradas em cada uma delas: 

Para qualquer número real 𝑡 diferente de −1, a reta 𝑟 intersecta o plano 𝛼𝑡 num 

único ponto. Quando 𝑡 = −1, a reta 𝑟                𝛼𝑡 . 

Não existe número real 𝑡 tal que os planos 𝛼𝑡 e 𝛽 sejam                 . 

As expressões que completam, respetivamente, os espaços do texto, de modo a que  

se obtenham afirmações verdadeiras são: 

(A)   "é estritamente paralela a"  e  "coincidentes". 

(B)   "está contida em"  e  "perpendiculares". 

(C)   "é estritamente paralela a"  e  "perpendiculares". 

(D)  "está contida em"  e  "coincidentes". 

 

10. O volume de um prisma quadrangular regular é dado, para cada valor real positivo de 𝑥, por                   

𝑉(𝑥) = 𝑥3 + 7𝑥2 + 16𝑥 + 12 e a altura do mesmo prisma é dada por 𝐴(𝑥) = 𝑥 + 3. 

Determine a expressão, na forma de um polinómio em 𝑥, da medida da aresta da base do 

prisma. 
 

 

11. A função ℎ é polinomial de 3.º grau, tem um zero duplo igual a −1, é divisível por 𝑥 − 4 e 

sabe-se que ℎ(0) = 4 . Determine o conjunto-solução da inequação ℎ(𝑥) > 0   na forma de 

intervalo ou união de intervalos. 

 

12. Seja 𝑔 a função racional definida no seu domínio pela expressão 𝑔(𝑥) =
 2−4𝑥 

2𝑥+1
 

 

12.1. Determine as coordenadas do ponto de interseção do gráfico de 𝑔 com o eixo 𝑂𝑥. 

 

12.2. Se escrever 𝑔(𝑥) na forma 𝑎 +
𝑏

𝑥+𝑐
 então os valores de 𝑎 , 𝑏 e 𝑐 são iguais, 

respetivamente, a: 

(A) −2, 4 e 1 (B) −2, 2 e 1 (C) −2, 2 e 0,5 (D) −4, 5 e 1 

 
12.3. Sabe-se que a função 𝑗 definida, no seu domínio, por 𝑗(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑘, com 𝑘 ∈ ℝ, tem 

por contradomínio ℝ\{0}.  Qual é o valor de 𝑘? Justifique.  

FIM 

 

Questão 1. 2. 3.1. 3.2. 4.1. 4.2. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12.1. 12.2. 12.3 Total 

Cotação 10 10 12 16 12 14 10 16 10 14 10 16 16 12 10 12 200 
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VERSÃO 2  

 

Para cada resposta, identifique o item.  

Apresente as suas respostas de forma legível.  

As cotações dos itens encontram-se no final do enunciado da prova. 

Não é necessário o uso de máquina de calcular. 

 
 

 

Na resposta aos itens de escolha múltipla, selecione a opção correta. Escreva, na 

folha de respostas, o número do item e a letra que identifica a opção escolhida.  

Na resposta aos restantes, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas 

as justificações necessárias.  
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Figura 1 

1. Qualquer que seja a progressão geométrica (𝑢𝑛) de termos positivos, tal que: 

 𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛 = 0,  𝑛 ∈ ℕ 

      a soma dos primeiros 1012 termos é igual a: 

(A) 1012 𝑢1  (B) 1 (C) 2024 𝑢1 (D) 1012 

 

2. No dia 1 de janeiro de 2020, foi iniciado um investimento com a duração de 5 anos. 

• Em 1 de janeiro de 2020, foram depositados 1 000€. 

• Em 1 de janeiro de cada um dos 4 anos seguintes (2021, 2022, 2023 𝑒 2024), foram 

efetuados novos depósitos, de modo que os valores em euros do depósito inicial e dos 

novos depósitos efetuados nos anos seguintes constituem uma progressão aritmética de 

razão 100. 

• O capital depositado em cada data é remunerado a uma taxa anual fixa de juro simples 

de 2%. 

 No final do investimento (em 1 de janeiro de 2025), o montante total acumulado, o que 

inclui os juros recebidos, é: 

(A) 6 000€ (B) 6 300€ (C) 6 312€ (D) 6 340€ 

 

3. Na Figura 1 está representada a tracejado, num referencial o.n. 𝑥𝑂𝑦, a circunferência 

trigonométrica.  

O ângulo de amplitude 𝛼 radianos, com 𝛼 ∈ ]
π

 2 
, 𝜋[ , tem por lado origem o semieixo positivo 

𝑂𝑥 e por lado extremidade a semirreta 𝑂̇𝐴. 

 

Sabe-se que:  

• o ponto 𝐴 pertence à circunferência 

trigonométrica;  

• o ponto 𝐷 tem coordenadas (−1,0); 

• o ponto 𝐵 pertence ao segundo quadrante 

e tem a mesma ordenada do ponto 𝐴; 

• o ponto 𝐶 pertence ao eixo 𝑂𝑥 e tem a 

mesma abcissa do ponto 𝐵; 

• 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2. 

 

3.1. Mostre que a área do trapézio [𝐴𝐵𝐶𝑂], representada a sombreado, é dada em função 
de α por:  

𝑓(𝛼) =
4 sin𝛼 − sin𝛼 cos𝛼  

2
   

3.2. Seja 𝑔(𝛼) a área do triângulo [𝐴𝐵𝐷].  

 Para um certo valor de 𝛼 sabe-se que 
 𝑓(𝛼)

𝑔(𝛼)
=

9

 4 
 

 Determine, para esse valor de 𝛼, o valor exato das coordenadas do ponto 𝐴. 
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4. Considere a função 𝑓, de domínio ℝ, definida por: 

𝑓(𝑥) = sin (
 3𝜋 

 2 
− 𝑥) − cos (

𝜋

 2 
+ 𝑥) + cos(𝑥 + 𝜋) − sin (𝑥 −

 𝜋 

2
) 

 

4.1. Mostre que 𝑓(𝑥) = sin𝑥 − cos 𝑥 . 

4.2. Sabendo que tan𝛽 =
3

 4 
   e  𝛽 ∈ ]−𝜋, 0[ , calcule o valor de 𝑓(𝛽). 

 
 
5. Considere as seguintes proposições: 

I. Se 𝛼 radianos for a amplitude de um ângulo orientado tal que sin𝛼 > 0  e  tan𝛼 < 0 

então cos(2026𝜋 − 𝛼) < 0  

II. Se 𝑔 for uma função definida em ℝ por  

𝑔(𝑥) = sin(𝑎𝑥)  

em que 𝑎 é um número real não nulo, tal que os únicos pontos onde 𝑔 muda de sinal 

são os de abcissa 𝑥 =
𝑘𝜋

2
, 𝑘 ∈ ℤ 

então o período positivo mínimo de 𝑔 é igual a 𝜋  

 Qual das opções seguintes é a correta? 

(A) As proposições I e II são falsas. 

(B)   A proposição I é falsa e a II é verdadeira. 

(C)  A proposição I é verdadeira e a II é falsa. 

(D)  As proposições I e II são verdadeiras. 

 

 

6. Considere, num referencial o.n. 𝑥𝑂𝑦, as retas 𝑟 e 𝑠 e o ponto 𝑃. 

Sabe-se que: 

• 𝑟: (𝑥, 𝑦) = (1,1) + 𝑘(−1,3), 𝑘 ∈ ℝ 

• 𝑠: 𝑥 + 2𝑦 − 13 = 0 

• o ponto 𝑃 pertence à reta 𝑟 e ao eixo 𝑂𝑦 

 Determine a distância de 𝑃 a 𝑠. 
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Figura 3 

Figura 2 

7. Na Figura 2 está representada uma circunferência, uma reta 𝑟 que não a interseta e um ponto 

𝑋 exterior a ambas. 
 

Sabe-se que: 

• Na circunferência estão assinalados seis 

pontos distintos 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 e 𝐹; 
 

• Na reta 𝑟 estão assinalados cinco pontos 

distintos 𝑃, 𝑄, 𝑅, 𝑆 e 𝑇; 
 

• Os pontos 𝑃, 𝐴, 𝐷 e 𝑋 são colineares; 
 

• Os pontos 𝑄, 𝐵, 𝐶 e 𝑋 são colineares; 
 

• Além das situações referidas, nenhuma 

reta do plano contém três ou mais dos 

doze pontos representados. 

 

Considere apenas as posições relativas indicadas na figura. 

O número de triângulos que se podem formar, tendo por vértices três dos doze pontos  

representados e exatamente um vértice na reta 𝑟, é: 

(A) 5 × 𝐶2.
7 − 2 × 𝐶2.

3  (B) 5 × 𝐶2.
7  

(C) 5 × 𝐶2.
7 − 2 × 𝐶2.

3 − 𝐶2.
4  (D) 5 × 𝐶2.

7 − 2 × 𝐶2.
3 − 2 × 𝐶2.

4  

 

 

 

 

8. Na Figura 3, está representada num referencial 

o.n. 𝑂𝑥𝑦𝑧, uma pirâmide quadrangular regular 

[𝐴𝐵𝐶𝐷𝑉], cuja base está contida no plano 𝑥𝑂𝑦. 

 

Sabe-se que:  

• o vértice 𝐴 pertence ao semieixo positivo 𝑂𝑥; 
 

• o vértice 𝐵 pertence ao semieixo positivo 𝑂𝑦; 
 

• o quadrilátero [𝐴𝑂𝐵𝑃] é um losango de lado ℓ. 

 

 Mostre que 𝐴𝑉⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = ℓ2 
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9. Considere a reta 𝑟 e os planos 𝛼𝑡 e  𝛽, definidos num referencial o.n. 𝑂𝑥𝑦𝑧, por: 
 

• 𝑟: (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (4, 0, 2) + 𝑘(2,−1, 1), 𝑘 ∈ ℝ 

• 𝛼𝑡: 𝑥 + 𝑦 + 𝑡𝑧 − 2 = 0, 𝑡 ∈ ℝ 

• 𝛽: 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0 

Considere agora as frases seguintes que se encontram incompletas relativamente às posições 

relativas consideradas em cada uma delas: 

Para qualquer número real 𝑡 diferente de −1, a reta 𝑟 intersecta o plano 𝛼𝑡 num 

único ponto. Quando 𝑡 = −1, a reta 𝑟                𝛼𝑡 . 

Não existe número real 𝑡 tal que os planos 𝛼𝑡 e 𝛽 sejam                 . 

As expressões que completam, respetivamente, os espaços do texto, de modo a que  

se obtenham afirmações verdadeiras são: 

(A)   "é estritamente paralela a"  e  "perpendiculares”. 

(B)   "está contida em"  e  "coincidentes". 

(C)   "é estritamente paralela a"  e  "coincidentes". 

(D)  "está contida em"  e  "perpendiculares". 

 

10. O volume de um prisma quadrangular regular é dado, para cada valor real positivo de 𝑥, por                   

𝑉(𝑥) = 𝑥3 + 7𝑥2 + 16𝑥 + 12 e a altura do mesmo prisma é dada por 𝐴(𝑥) = 𝑥 + 3 . 

Determine a expressão, na forma de um polinómio em 𝑥, da medida da aresta da base do 

prisma. 
 

 

11. A função ℎ é polinomial de 3.º grau, tem um zero duplo igual a −1, é divisível por 𝑥 − 4 e 

sabe-se que ℎ(0) = 4 . Determine o conjunto-solução da inequação ℎ(𝑥) > 0   na forma de 

intervalo ou união de intervalos. 

 

12. Seja 𝑔 a função racional definida no seu domínio pela expressão 𝑔(𝑥) =
 2−4𝑥 

2𝑥+1
 

 

12.1. Determine as coordenadas do ponto de interseção do gráfico de 𝑔 com o eixo 𝑂𝑥. 

 

12.2. Se escrever 𝑔(𝑥) na forma 𝑎 +
𝑏

𝑥+𝑐
 então os valores de 𝑎 , 𝑏 e 𝑐 são iguais, 

respetivamente, a: 

(A) −4, 5 e 1 (B) −2, 2 e 0,5 (C) −2, 2 e 1 (D) −2, 4 e 1 

 
12.3. Sabe-se que a função 𝑗 definida, no seu domínio, por 𝑗(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑘, com 𝑘 ∈ ℝ, tem 

por contradomínio ℝ\{0}.  Qual é o valor de 𝑘? Justifique.  

FIM 
 

Questão 1. 2. 3.1. 3.2. 4.1. 4.2. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12.1. 12.2. 12.3 Total 

Cotação 10 10 12 16 12 14 10 16 10 14 10 16 16 12 10 12 200 

 


