Avaliacao - Itens para testes de avaliagcao

]
Matematica A| 12.° Ano raIZ

Propostas de Resolucao

1. Amoda é 4, dado que é o valor da amostra com maior frequéncia absoluta. A percentagem de caixas

com menos de quatro pecas defeituosas é %xloo =50% . Recorrendo a calculadora, podemos

obter a média e o desvio-padrao amostral, permitindo, desta forma, responder a questao:

=0neVar(
2 2 38 % 3.34118
3 3 42 Tx S68.
4 4 67 Zx? 2090.
5 5 15 sx = Sn-...
6 & 3 ox:=on. 1.06332|_
Jal =1.0664650581022 i »

Assim, X = 3,34 (valor arredondado as centésimas) e s 1,07 (valor arredondado as centésimas), pelo
quel - ¢), I - a),lIl -> b)elV — b).

2. Vamos comecgar por introduzir os dados numa calculadora, considerando X a velocidade no
velocimetro do veiculo e y avelocidade indicada no GPS. Obtém-se:

=LinRegh
2 40 39.5 RegEgn  m*x+b
3 S0 483 m
4 60 S8 b 0.102083
5 80 78 0.999913
100 976 r 0.999957 |,

5]
—0.07347222222222 «

Assim, a equacio reduzida da reta de regressdo linear, de y sobre X, com os pardmetros com quatro

casas decimais, é y=0,9734x+0,1021.

Portanto, se o velocimetro do veiculo indicar uma velocidade de 110 km/h, a velocidade indicada no GPS
devera ser, aproximadamente y =0,9734x110+0,1021~107,2 km/h.
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3. Ordenando as médias na disciplina de Matematica, tem-se:

10,5 11 13 15,7 16,7 17,1

13+15,7

Assim, a mediana é =14,35 pelo que I — b).

17,5+14,1+14,3+15,2+12,3+9,8

A média da variavel y é igual a , ou seja, é igual a 13,9 , com

6
arredondamento as décimas, pelo que Il — a).
Introduzindo os dados numa calculadora:
El [Rad Norn2) E
List 1 | List 2 | List 3 | List 4 ReglLinear (ax+b)
SUB a =0.81588962
3| 15.7| 14.3 b =2.44421186
4 16.7| 15.2 r =0.9044094
5 11 12.3 rz=0.81795637
s 10.5] K] MSe=1.55707976
9.8 y=ax+b
1-VAR|[2-VAR] TP SET

Como r = 0,9, a correlacdo linear é positiva forte, e, portanto, II - ¢). Admitindo como valido o modelo

de regressao linear, a equacdo da reta de regressdo linear, com os pardmetros arredondados as
milésimas é y=0,816x+2,444. Logo, se a média de um aluno na disciplina de Matematica for 16,1,

estima-se que a média desse aluno na disciplina de Fisica e Quimica seja y =0,816x16,1+2,444 ~15,6,

pelo que IV — b).

27 4 2 Sn=—d(n+T) > 2-5n=—4n-28 e Sn+dn=—28-2c

n+7 n+7#0
VneN

41u =-4<

& -n=-30<n=30

Logo, —4 é o termo de ordem 30 da sucessdo (u, ).

_2-5(n+1) 2-5n_-5n1-3 2-5n_(=5n-3)(n+7)—(2-5n)(n+8) _

4.2 — = =
G T TTR T neT . 048 nid (n+8)(n+7)
_ 50" -35n-3n-21-2n-16+5n" +40n _ 37
(n+8)(n+7) (n+8)(n+7)
Como u,,, —u, = 7 <0, paratodo o ne N, asucessdo (u,) é monétona decrescente.
(n+8)(n+7)
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4.3 Tem-se que:

2-5x1 -3

= W, =8u — W =8x—————-a=8x—F—a=-3-a;

1+7 £

2-5x2 - 4
= wy =8u, —w, =8xi—(—3—a)=8x—8+3+a=—6—+3+a=—ﬂ+a.
2+7 9
55 55 37 55 55 37 18
Logo, como w, =——, tem-sew, =—— S ——+a=——Sa=——+—Sa=——Sa=-2
9 9 9 9 9
Resposta: A
5.1 Como (u,) é uma progressdo aritmética, e sendo r a sua razdo, tem-se:
+ + M+ uy, — + 11
”12"‘”13"’7”14‘*'u15~|—1/116=—u12 Yo 5 = M A el %x5=u8 "0 w5 = —X5=§
2 "111”::[154#:/;. 2 2 g +p, =11 2 2
Resposta: C

5.2 Sendo r arazdo da progressao aritmética (un ) tem-se que:
" ug=u,—4r=5-4r;

" Uy, =u, +8r=5+8r.

. 1
Assim, como ug +u,, =11, vem que u, +u,, =11 < 5-4r+5+8r=11dr=1r=—.
ug=5—4r
Urg =5+87

Portanto, o termo geral de (u, ) é dado por

u, =u, +(n—12)><r:5+(n—12)xi=5+%n—3=in+2

6. Seja r arazdo da progressdo geométrica (w, ).

Assim, para todo o n € N", tem-se w,,, =w, x7’°, pelo que:
w,,+3+wn=0<:>wn><r3+wn=O<:>wn(r3+1)=0<:>wn=0 v P +1=0

Como w, #0, VneN',vemque w, =0 v ’+1=0<r =—ler=3y-1<r=-1.

Impossivel
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Logo, a soma dos 2026 primeiros termos de (wn) é dada por:

| 200 1—(—1 2026 1-1
Wy X ! =W X ( ) = wx—=w;x0=0
1-r 2

Resposta: B

o . 3n .
7.A soma dos n primeiros termos de (un) é dada por n”* + > paratodo o neN", ou seja:

3n
U, +u, +...+u,=n" +—,paratodoo neN"
2

Logo:
, 3x1 3 o
*u, =1"+——=1+=== (asoma, para n =1, corresponde ao primeiro termo);
: 2 2 2
" u +u, =22+& & é+uz=4+3<::>uz=7—§<:>u2=2.
2,52 2

9 7 4
Assim, sendo r arazdo da progressdo aritmética (u, ), tem-se r=u, —u, = 573757 2.
5 5 1
Portanto, u, =u, +(n—1)><r=5+(n—1)x2:5+2n—2=2n+5.
Outra resolucao:

o . 3n .
A soma dos 7 primeiros termos de (un) é dada por n’ +7, paratodo o ne N, ou seja:

3n
U, +u, +...+u,=n"+—,paratodoo neN
2

, 3n u +tu, 3 u +u, 2n+3 u, +u,
Logo, n +?= 5 RS n+5 xn:Txn<:> 5 Xn= 5 xn, pelo que:

u+u, =2n+3<u +u +r(n—1)=2n+3<2u +rn—r=2n+3

r=2
r=2 r=2
Sendo 2u, —r constante, tem-se & & 5-
2u,—r=3 2u,—2=3 ulzz

Portanto, u, =u, +(n—1)><r=%+(n—l)x2:§+2n—2=2n+l.
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8.1 Seja r arazdo da progressdo aritmética (u, ).
Assim, u, =u, +6r, pelo que u, =u, +12< 1 = yf +6r+12 —6r=12r=-2.
8.2

~ , ~ S ~ v, .
a) A sucessdo (v, ) é uma progressdo geométrica de razdo 3 se =3, VneN,

3tn 3t 3tn
Tem-se que v, = — = —=—
27 (33) 3

_ 3u,,+3n

Dado que (u,) é uma progressio aritmética de razdo -2, entdo u,,, —u, =—2, VneN.

3u,,+l +3(n+l)
Assim M = = s + 37 +3-u,~Fn — 3un+l—u,,+3 _ 372+3 _3
’ .

\%

n

3"”+3" U, —u,=—2, VneN

Logo, a sucessao (vn) ¢ uma progressdo geométrica de razdo 3.

o . 1-3" —-59048
b) A soma dos dez primeiros termos de (v, ) é dada por v, x 3 v, X S - 29524v,.

Logo, 29524v, =118096 v, = 118096 Sy =4,
29524

n

Portanto, o termo geral de (vn) é dado por v, =v, x3""' =4x 3? = 3 x3". Como a razdo da progressao

geométrica (v,) é 3 e 3>1, e como v, =4 >0, a sucessdo é crescente.

n 2 n n 2
(1+2) [1+2j lim(1+2j
n _ n n
(l+5j lim(1+5j
n n

.é'_‘..
Il

Resposta: A
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10. Representando um trapézio num referencial o.n. xOy, em que A coincide com a origem do

referencial, B pertence ao eixo Ox e D ao eixo Oy, tem-se:

VA

=Y

Logo, 4(0,0), B(8,0), C(10,6), D(0,6) e as coordenadas do ponto £, ponto médio de [BC], sdo:

(8210,¥j ou seja, £(9,3)

Portanto, AE =E - 4=(9,3)-(0,0)=(9,3) e BD=D-B=(0,6)—(8,0)=(~8,6), pelo que:

AE-BD=(9,3)-(~8,6)=-72+18 =54
Resposta: D

1
11.Como asretas r e s sdo perpendiculares, entdo m, =——,sendo m_ o declivedareta s e m. o
m

r

declive dareta r.

5 6 1 3
Tem-se 10y+5x=6@10y=—5x+6<:>y=—ﬁx+ﬁ<:>y=—§x+g. Logo, o declive da reta r é —%,

pelo que o declive dareta s é —Ll =2.Assim, a equagdo reduzida dareta s é daforma y=2x+5b.

2

O ponto de coordenadas (1,4) pertence areta s, pelo que, substituindo as suas coordenadas na equagao

da reta, obtém-se:

4=2x1+b=b=2=s:y=2x+2
Resposta: A

12.1 Como o ponto C pertence ao eixo Oz, as suas coordenadas sao da forma (0, O,Z) . Por outro lado,
oponto C também pertence ao plano ABC, pelo que, substituindo (0,0, Z) na equacgao do plano, obtém-

-se 2x0+0+2z=8<2z=8< z=4.Logo, C tem coordenadas (0,0,4).

Carlos Andrade | José Carlos Pereira | Pedro Pimenta
Matematica 360 | Matematica A | 12.° ano
© Raiz Editora, 2026. Todos os direitos reservados.



Como A=C+CA=C—AC, as coordenadas do ponto 4 sio (0—(—4),0—4,4—2)=(4,—4,2).

Assim, se ao ponto C adicionarmos metade do vetor C4, obtemos o ponto M , o centro da superficie
esférica.

Logo, M = c%@ = C—%E=(0,0,4)—%(—4,4,2) =(0,0,4)+(2,-2,-1)=(2,-2,3).

Amedida do raio 6 CM =/(0-2) +(0+2)’ +(4=3)’ =A+4+1=9=3.
Portanto, uma equacgdo cartesiana da superficie esférica de diametro [AC] é:
(x=2) +(y+2) +(z-3) =3 = (x=2)" +(y+2)" +(z-3)" =9

12.2 Um vetor normal ao plano 4BC tem coordenadas (2,1,2), sendo este vetor normal a qualquer

plano paralelo a ABC, pelo que, uma equacio cartesiana de qualquer plano paraleloa 4BC é da forma:

2x+y+2z+d=0

Como se pretende uma equacio cartesiana do plano paralelo ao plano ABC que contém o ponto D, de

coordenadas (—2,0,0), substituindo as suas coordenadas na equacio do plano, obtém-se:
2x(=2)+04+2x0+d =0 -4+d=0=d =4
Logo, uma equacéo cartesiana do plano paraleloa ABC que contém o ponto D é 2x+y+2z—-4=0.

12.3 Consideremos a seguinte figura.

i(2,1,2)

A

ABC:2x+y+2z=8
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O volume da piramide é dado por %A[ABC] x DD’ = %x 12xDD'=4DD', em que D' é aprojecdo ortogonal

do vértice D no plano ABC.

Seja r areta perpendicular ao plano ABC que contém o ponto D. Assim, a reta r interseta o plano
ABC no ponto D'.

Como areta » é perpendicular o plano 4BC, o vetor ﬁ(2,1,2), que é normal ao plano ABC, é um vetor

diretor dareta r e, portanto, sendo D(—2,0,0) , uma equacao vetorial de » é:

(x,y,z)=(—2,0,0)+k(2,1,2), keR

Logo, um ponto genérico dareta » é ( ,k,2k) , pelo que, substituindo na equacio de ABC, tem-
-se: 2><( )+k+2><2k=8©—4+4k+k+4k=8<:>9k:12<:>k:%<:>k=§.
Portanto, as coordenadas de D" sdo —2+2><i,i,2><ﬂ , OU S€ja, g,i,§ .

3'3 3 333

2 2 2
Emaom:J(_z_gj Y O

3) N9 9 9

~

1 — —
[4BCD] ZEA[ABC] xDD'=4DD'=4x4=16.
13.1 Uma equagédo do plano ABC é x+ y+z—4=0, pelo que vetor normal ao plano ABC é ﬁ(l,l)])_

Como a piramide é reta e [ABCD] € um losango, o vetor ME ,sendo M o ponto médio do segmento de

reta [AC], também é um vetor normal a ABC .
Assim, ME e i sdo colineares, pelo que existe um k£ € R\ {0} tal que ME =kii = k(l,l,l) = (k,k,k).

A altura da piramide é 3x/§, pelo que “W“=3ﬁ . Entdo:
| ME =33 ok +k+k =33 o3 =33 & A < =34 =

ok=3ck=t3 ©k=-3 v k=3

X, +Xe YytYe Z,+2¢ _(0+2 1+3 3—1)_(121) se:
2 2 b b ) .

Como as coordenadas de M sao R R s >
2 2 2 2
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= k=-3, entdo WZ(—3,—3,—3) e E=M +ME, ou seja, neste caso, as coordenadas do ponto £ sao

(1-3,2-3,1-3)=(-2,—1,—-2), que ndo correspondem a um ponto que perten¢a ao primeiro octante;

k=3, entdo m(3,3,3) e E=M+M—E, ou seja, neste caso, as coordenadas do ponto E sdo

(1+3,2+3,1+3)=(4,5,4), que correspondem a um ponto que pertence ao primeiro octante.
~ E(4,5,4)
13.2 Como a piramide é reta e como [ABCD] é um losango, o vetor AC é normal ao plano BDE .

Tem-se AC =C — 4, pelo que as coordenadas de 4C sio (2-0,3-1,-1-4)=(2,2,—4) e, portanto, uma

equacdo cartesiana do plano BDE é daforma 2x+2y—-4z+d =0.

Como o ponto £ pertence ao plano BDE, substituindo as suas coordenadas na equagao de BDE, tem-
se 2x4+2x5-4x4+d=0=2+d=0=d=-2.

Logo, BDE': 2x+2y—4z—2=0<3>x+y—2z—1=0.

13.3 A amplitude do dngulo AEC é igual a amplitude do angulo formado pelos vetores EA e EC, que
é dada por cos(AEC) = cos(ﬂA]?C) = % .
| 24]] ¢

Tem-se EA= A—E, ou seja, as coordenadas de E4 sdo (0-4,1-53-4)=(-4,-4,-1) e EC=C-E,
ou seja, as coordenadas de EC sdo (2-4,3-5-1-4)=(-2,-2,-5) .
Assim, cos(AEC) = cos(ﬂAi‘) = % =

| 2]} €|
(-4,-4,-1)-(-2,-2,-5)

JAY + (=) + (1) xyf(=2) +(=2) +(=5)

~ 8+8+5 2121
J16 416 +1xJ4+4+25 <f33x+/33 33

Portanto, AEC =cos™' (%) ~50,48°
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, - 1 ,
14. Um vetor diretor dareta » é r(S,a,—EJ e um vetor normal ao plano « é n(b,—3,12) .

Areta r é paralela ao plano « se ¥ e n forem perpendiculares, isto é,se ¥ -n =0.

Assim, F-ﬁ=0<:>(3,a,—%j-(b,—3,12)=0<:>3b—3a—6=0<:>3b—3a=6<:>—3(a—b)=6<:>a—b=—2.

Logo, (a —b)3 = (—2)3 =-38.
Resposta: B

15.1 Como o numero tem de ser impar, o algarismo das unidades tem de ser impar, pelo que para esta
posicdo temos 5 possibilidades. Como o primeiro algarismo ndo pode ser o 0, restam trés posi¢cdes para

. i . s 3 . .~
colocar os dois zeros, o nimero de maneiras de o fazer é "C,. Finalmente, sobram duas posi¢des que

tém de ser ocupadas por dois algarismos distintos entre si, distintos de 0 e do algarismo que foi colocado
na posicdo das unidades. Assim, dos restantes oito algarismos, escolhem-se, ordenadamente, dois para

.~ ; . s 8
as duas posi¢des que sobram. O numero de maneiras de o fazer é "4, .

Logo, aresposta é 5x °C, x "4, =840,
Resposta: A

15.2 Para formarmos um ndmero de cinco algarismos, temos de escolher cinco entre os dez algarismos
disponiveis e, em seguida, distribuir os cinco algarismos pelas cinco posices. Contudo, se queremos que
os algarismos fiquem por ordem crescente ou decrescente, depois de os escolher, ha apenas uma
maneira de os distribuir para cada um dos casos (crescente ou decrescente). Por exemplo, se
escolhermos os algarismos 1, 4, 6, 7 e 9, forma-se o nimero 14 679, no caso de ficarem por ordem

crescente, e forma-se o nimero 97 641, no caso de ficarem por ordem decrescente.
Assim:

. 9 . . . . ~ .
- existem ~C; numeros de cinco algarismos em que os algarismos estdo dispostos por ordem crescente.

0 algarismo 0 ndo pode ser escolhido, dado que como queremos que os algarismos fiquem por ordem
crescente, o 0 teria de ir para a primeira posicdo, pelo que o nimero nao teria cinco algarismos, mas
sim quatro. Portanto, dos restantes nove algarismos escolhem-se cinco, havendo apenas uma maneira

. . . . . 9 9 s =~
de os distribuir, ou seja, existem "C; x1="C; niimeros nestas condi¢des;

: 10 , . . . ~ .
- existem C; ndmeros de cinco algarismos em que os algarismos estdo dispostos por ordem
decrescente. Dos dez algarismos escolhem-se cinco, havendo apenas uma maneira de os distribuir, ou

. . 10 10 . .~
seja, existem C; x1="C, niimeros nestas condi¢oes.

. 9 10 P . . . ~ .
Logo, existem "C; + "C; =378 numeros de cinco algarismos em que os seus algarismos estdo dispostos

por ordem crescente ou por ordem decrescente.
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16.1 Agrupando os dois vasos num bloco, este bloco e as restantes dezasseis pecas perfazem dezassete
pecas a permutar. Dado que os vasos sdo iguais, permutando os dois dentro do bloco ndo gera uma nova
disposicdo, pelo que a resposta ao problema é 17!.

/

~
17!x1x1=17!

16.2 Existem dezassete pecas distintas (os dois vasos sdo iguais, pelo que consideramos apenas um
para formar um conjunto de seis pegas distintas). Assim, das dezassete pecas escolhem-se seis. O

7

4 . 1
ntimero de maneiras de o fazer é ''C,.

Portanto, existem ""C, =12 376 maneiras distintas de escolher seis pecas distintas para a exposigao.

16.3 Comecamos por escolher a fila horizontal onde se vao colocar os dois vasos. O nimero de maneiras
;4 . . . . . .
de o fazer é ‘C, =4. Para cada uma destas maneiras, existem °C, maneiras distintas de escolher dois

compartimentos, entre os seis da fila horizontal escolhida, para os dois vasos. Finalmente, como na fila
onde ficam os vasos ndo podem estar outras pecas, dos restantes dezoito compartimentos escolhem-se,

7

ordenadamente, dezasseis para colocar as restantes pegas. O nimero de maneiras de o fazer é *4,, .
Logo, uma expressdo que permite determinar o niimero de disposi¢des possiveis é 4x °C, x '*4,,.

17.Sejam n o numero de cartas vermelhas em cima da mesa e p o ntimero de cartas pretas em cima da

mesa (n e p naturais).
Tem-se:

= 0 nimero de maneiras de formar um conjunto de duas cartas vermelhas entre as n é dado por "C,.

-1 !
Logo, "C2:45©n—!:45©n(n )M=45<:>n(n—l)=90©n2—n—90=0©

21(n-2)! 2 (=20

n=-9 v n=10

<>n=

1+4/(=1)" = 4x1x (=90
o o)

2x1
Como ne N, vem que n =10, pelo que foram colocadas em cima da mesa dez cartas vermelhas.

= agrupando num bloco as dez cartas vermelhas e agrupando num outro bloco as p cartas pretas, vem:

10! p!

J

101 9 8 7 6 5 4 3 2 1IIp p-1 e o o 1

21x10x p!
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Os dois blocos permutam entre si de 2! maneiras distintas. Para cada uma destas maneiras, as dez cartas
vermelhas permutam entre si de 10! maneiras distintas e as p cartas pretas permutam entre si de p!

maneiras distintas. Portanto, o nimero de maneiras de colocar as cartas em fila de modo que as cartas
da mesma cor fiquem em posi¢des consecutivas é dado por 2!x10!x p!.

174182 400

Logo, 21x101x pl =174 182 400 < p!
080 p YT

S pl=24 p=4

.. Em cima da mesa foram colocadas catorze cartas, dez vermelhas e quatro pretas.

18. Vamos comecar por contar todos os casos em que 0s onze amigos se colocam numa sé fila, com a
Inés, a Sofia e a Maria em posi¢des consecutivas. Para tal, agrupamos as trés num bloco. Esse bloco e os
restantes oito amigos permutam entre si de 9! maneiras distintas. Dentro do bloco, as trés permutam

entre si de 3! maneiras distintas:

51

.

9!x3!

Em seguida, retiramos todos os casos em que os onze amigos se colocam numa s fila, com a Inés, a Sofia
e a Maria em posi¢cdes consecutivas, assim como o Pedro o Jodo em posi¢des consecutivas. Para tal,
agrupamos a Inés, a Sofia e a Maria num bloco e também agrupamos o Pedro e o Jodo num outro bloco.
Esses dois blocos e os restantes seis amigos permutam entre si de 8! maneiras distintas. Dentro do bloco
das raparigas, as trés permutam entre si de 3! maneiras distintas e dentro do bloco dos rapazes, os dois

permutam entre si de 2! maneiras distintas:

BN | EY K (R

<

81x31x2!

Logo, a resposta a este problema é 9! x3! —8!'x3!x2!1=1693440.

Outra resolucao: Comecemos por agrupar num bloco a Inés, a Sofia e a Maria. Como o Pedro e o Jodo
nio podem ficar juntos, entdo tém de ocupar duas das oito posicoes entre os restantes seis amigos e o
bloco, ou nas pontas. Essas posicoes que podem ser ocupadas pelo Pedro e pelo Jodo estdo assinaladas
com as setas verdes na figura seguinte:

11 D

71x3!1x% 4,
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Assim, o bloco e os restantes seis amigos permutam entre si de 7! maneiras distintas. Dentro do bloco,
as trés raparigas permutam entre si de 3! maneiras distintas. Finalmente, das oito posi¢des que o Pedro

e 0 Jodo podem ocupar, escolhem-se, ordenadamente, duas. O nimero de maneiras de o fazer é 8Az.

Portanto, a resposta ao problema é 7!x3!x *4, =1 693 440.

Resposta: A

19. Tem-se:

"Cy+"Co+"Cy = "C,y & "C, + G =" C, & "TC, ="C,y & n+2-8=20n=26
| — | e

. . C="Crep
n+ ~ n+2 -~
foi G

Logo, alinha »n é alinha 26, pelo que alinha »+1 é alinha 27 e, portanto, a soma de todos os elementos
dalinha n+1 é 2”7 =134 217 728.

20.Se a, b e ¢ sdo os trés elementos centrais de uma linha » do tridngulo de Pascal, tal que a <b e
b>c,entdo c=a e b é o maior elemento da linha (elemento central).

Consideremos a seguinte figura:

Linha
n | a b C e 1
n+l I a+b b+c 1
n+2 1 A+2D4+C 1
Logo, o elemento central dalinha n+2 é a+2b+c =a+ 2b+a=2a+2b.
Resposta: B

19 19— P
21. A forma geral dos termos do desenvolvimento do binémio (\/;—ij é ‘9Cp x(\/;) ! x(—%) ,
X X

com p inteiroe 0< p<19.

19-p 19-p
s 19 19-p a) 19 ( %) P 1 19 p_X?
Assim, “C x(\/x) x| —— | =7C x\x x(—a) Xx——="0C x(—a) X =
P 2 P 2\? P 2p
X (x ) X
19-p 19-5p
19 P T3 19 NP o 2
= Cpx( a) X X = Cpx( a) X X
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_Sp

. . . . 19
O termo de segundo grau é o termo com parte literal igual a x’. Assim, fazendo =2, vem

19-5p=4< -5p=-15< p=3, pelo que o coeficiente do termo de segundo grau é "C, ><(—a)3 .

Portanto, C, x(~a)’ =7752 & -969a’ = 7752 & o’ =%© @=-8sa=-8<a=-2.

Resposta: B

22.Um conjunto de pecas de fruta pode ter:

=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 ou 10 magas. Portanto, para a quantidade de macas existente num dado
conjunto, temos onze possibilidades;

= 0,1,2,3,4,5 ou 6 laranjas. Portanto, para a quantidade de laranjas existente num dado conjunto,
temos sete possibilidades;

= 0,1, 2,3 ou 4 bananas. Portanto, para a quantidade de bananas existente num dado conjunto, temos
cinco possibilidades.

Logo, como o conjunto a escolher tem de ter pelo menos um elemento, pelo principio fundamental da
contagem, o numero de casos possiveis é 11x7 x5—1=384 (retiramos 1, que corresponde ao conjunto

vazio, isto é, ao caso de nao se escolherem pecas de fruta de qualquer um dos trés tipos).

O numero de casos favoraveis é 1x7x3=21 (para as macas, s6 ha uma possibilidade, escolher 5
unidades, para as laranjas ha sete possibilidades, escolher 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 unidades, e para as
bananas ha trés possibilidades, escolher 2, 3 ou 4 unidades).

Portanto, a probabilidade pedida é 21 T .
384 128

23. Os acontecimentos 4 e B sdo independentes, pelo que P(A|B)=P(A) e portanto, como

P(4|B)=0,7, tem-se que P(4)=0,7.
Logo:

P(4UB)=P(4)+P(B)-P(AnB)=1-P(4)+0,2-(P(B)-P(4NB))=

0.2 P(B)-P(ANB)

0,7

g 1707402 —(P(B)-P(4)xP(B))=0,5-(0,2-0,7x0,2)=0,44
PUC 8P HB)

Resposta: C
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24.1 0 ntmero de casos possiveis é >C,, que é o nimero de maneiras de escolher quatro das doze

pessoas.

Para o nimero de casos favoraveis, temos de considerar dois casos disjuntos:

A 3 9 A 3
* um homem e trés mulheres: “C, x "C; (dos trés homens escolhe-se um, °C,, e das nove mulheres

N 9
escolhem-se trés, "C,);

. 3 9 N . 3
* dois homens e duas mulheres: “C, x "C, (dos trés homens escolhem-se dois, °C,, e das nove mulheres

escolhem-se duas, °C2 ).
Logo, o nimero de casos favoraveis é °C, x °C, + °C, x °C, e a probabilidade pedida é:

Cx°Cy+7C,x°C, 8

?c, 11

24.2 Vamos comecar por escolher os membros que irdo desempenhar os cargos. Para tal, vamos
considerar dois casos disjuntos:

o~ 3 9 A
* irdo desempenhar os cargos um homem e duas mulheres: "C, x "C, x3! (dos trés homens escolhe-se

3 9 . N
um, “C,, e das nove mulheres escolhem-se duas, "C,. Finalmente, permutam-se os trés membros

escolhidos pelos trés cargos, o nimero de maneiras de o fazer é 3!);

- irdo desempenhar os cargos dois homens e uma mulher: °C, x °C, x3! (dos trés homens escolhem-se

. 3 9 . A
dois, °C,, e das nove mulheres escolhe-se uma, 'C,. Finalmente, permutam-se os trés membros

escolhidos pelos trés cargos, o numero de maneiras de o fazer é 3!).

Assim, para desempenhar os cargos, temos “C, x °C, x3!+ °C, x °C, x3! possibilidades distintas. Para

cada uma destas maneiras, falta contabilizar o nimero de maneiras de escolher os restantes membros
da comissdo. Portanto, dos restantes nove membros, escolhem-se quatro. Como os quatro irdo

desempenhar tarefas indiferenciadas, o niimero de maneiras de os escolher é °C, .
Logo, a resposta a este problema é (3C1 x°C, x3!+°C, x °C, x 3!) x °C, =102060.

e ’ s oo 11 7 . . A
25. 0 numero de casos possiveis é 'C;, que é o nimero de maneiras de escolher trés dos onze pontos

assinalados.

Para que os trés pontos escolhidos definam um plano paralelo ao plano xOy, temos dois casos disjuntos:

- escolhem-se trés pontos da face [ ABCD], o niimero de maneiras de o fazer é “C;;
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- escolhem-se trés pontos da face [EFGH |, o nimero de maneiras de o fazer ¢ °C;. No entanto, entre

estas escolhas, ha trés que nao definem um plano, por serem escolhas com trés pontos ndo colineares,

sdoelas: E,Re H; E,Q eG; H, Q e F.Logo, para este caso temos 6C3 —3 possibilidades.

4 6
Portanto, o niimero de casos favoraveis é ‘C, + °C, -3 e a probabilidade pedida é % = % :
3

26. Sendo n o numero de amigos de Viana do Castelo tem-se que o nimero de casos possiveis é

(n + 3)!, que é o numero de maneiras dos » +3 permutarem nas n+3 posicdes de descida.

Para o nimero de casos favoraveis comegamos por agrupar os trés amigos de Aveiro num bloco. Esse
bloco e os n amigos de Viana do Castelo (que contam como n+1 «pessoas», dado que o bloco conta

como uma pessoa) permutam entre si de (n + 1)! maneiras distintas. Para cada uma destas maneiras os

trés amigos de Aveiro permutam entre si, no bloco, de 3! maneiras distintas.

Logo, o nimero de casos favoraveis é (n +1)!>< 3!, pelo que a probabilidade, em funcido de 7, dos trés

(n+1)!x3!

amigos de Aveiro descerem consecutivamente é dada por ( 3)'
n+3)!

(n+1)Ix31 1 (n#1]1x6

Portanto, ~————=— <& :%<:>6><51:n2+5n+6<:>n2+5n—300:0<:>

(n+3)! 517 (n+3)(n+2) (nr1)l

| —5%,[5 —4x1x(-300)
- 2x1

<n <n=-20 v n=15

Como neN, tem-se que n =15, pelo que o grupo é constituido por 15+3 =18 pessoas.
2'7. Consideremos os acontecimentos:
= 4:«0 funcionario escolhido é do sexo masculino.»

= B:«0 funciondrio escolhido é licenciado.»

Pelo enunciado, tem-se que P(4)=40%, ou seja, P(A4)=0,4.

Como % dos funcionarios do sexo masculino sio licenciados, tem-se que P(B|A) = % .

Logo, P(B|A)=l<:>m RS P(BmA)=1x0,4©P(BmA)=o,os.
8 P(A) P(4)=0,4 8
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Como entre os funcionarios licenciados, trés em cada quatro sdo do sexo feminino, tem-se que

P(Z|B):%.

Logo, P(Z|B)=%<:>%=%<:>P(Zr\3)z P(B).

Pretende-se determinar P(A U l_?) .

Tem-se que P(4UB)=P(4)+P(B)-P(ANB)=P(4)+1-P(B)-(P(4)-P(4nB))=

P(A)-P(ANB)

= P{A) +1-P(B)- PA) + P(A4nB)=1-P(B)+P(4NB)

Assim, como ja sabemos o valor de P(A mB) , falta-nos determinar o valor de P(B) .

Mas P(Z N B) = %P(B) , pelo que:

P(4nB) -3 P(B)< P(B)-P(AB) =%P(B) < P(B)-P(B)=0,05=

P(B)-P(ANB)

@113(3) =0,05< P(B)=0,05x4 < P(B)=0,2

Portanto, a probabilidade pedida é:

P(A4UB)=1-P(B)+P(ANB)=1-0,2+0,05=0,85, ou seja, P(4UB)=85%

Outra resoluc¢ao (usando uma tabela):

Com a informacdo dada pelo enunciado podemos construir a seguinte tabela:

A A Total
B 0,05 %P(B) P(B)
B
Total 0,4 1

Logo, 0,05+=P(B)=P(B) < 0,05=P(B)- %P(B) <0,05= iP(B) < P(B)=0,05x4< P(B)=0,2
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Preenchendo o resto da tabela:

A A Total
3
B 0,05 $x0.2=015 0,2
B 0,4-0,05=0,35 | 0,6-0,15=0,45 | 1-0,2=0,8
Total 0,4 1-0,4=0,6 1

Portanto, P(4UB)=P(A4)+P(B)-P(AnB)=0,4+0,8-0,35=0,85, ou seja, P(4UB)=85%.

7 ’ . s 15 8 . .~
28. 0 nimero de casos possiveis é A4, x "C;. Das quinze posi¢des, escolhem-se, ordenadamente, sete
. , . s 15 :
para as sete bolas distintas, o nimero de maneiras de o fazer é “A4,, e, para cada uma dessas maneiras,

existem °C, maneiras distintas de escolher cinco posi¢des, entre as restantes oito, para as cinco bolas

de ténis, que sdo indistinguiveis.

As bolas de futebol podem ser colocadas de 12 maneiras distintas, ocupando as posicoes 1 a 4,0u 2 a
5,ou3a6,ou4a7,ou5a8,ou6a9%ou7ald,ou8all,ou9al2,ouldald,oulla 14,
ou 12 a 15. Para cada uma destas maneiras, as bolas de futebol permutam entre si de 4! maneiras
distintas. Das onze posicdes restantes, escolhnem-se cinco para as cinco bolas de ténis, que sdo

. . . ’. . e . s 11 . .
indistinguiveis, o nimero de maneiras de o fazer é 'C;. Finalmente, para cada uma destas maneiras,

existem °4, formas distintas de escolher, ordenadamente, trés posigdes entre as restantes seis para as

trés bolas de basquetebol. Logo, o nimero de casos favoraveis é 12x4!x "'C;x °4, .

Pela regra de Laplace, a probabilidade de um acontecimento é o quociente entre o nimero de casos
favoraveis e o numero de casos possiveis, quando estes sdo equiprovaveis, pelo que a probabilidade
12x4!x ''C, x ° 4,

15A7 % SC '

5

pedida é dada por

29. P(Y|X) é a probabilidade de todas as bolas numeradas com um nimero impar serem extraidas,

sabendo que a bola com o nimero 4 é extraida exatamente quatro vezes.

Sabemos que a bola com o nimero 4 saiu em exatamente quatro das extra¢des. Assim, para cada umas
das restantes cinco extragdes ha oito possibilidades (qualquer um dos restantes oito algarismos), pelo

que o nimero de casos possiveis é 8.

Como queremos que sejam extraidas todas as bolas numeradas com um niimero impar, nas restantes
cinco extra¢des onde ndo saiu o nimero 4 tém de sair as bolas com os cinco algarismos impares, pelo
que o numero de casos favoraveis é 5!, que é o numero de maneiras de os cinco algarismos impares

permutarem nas cinco posi¢des correspondentes as cinco extragées onde ndo saiu o nimero 4.

!
Logo, pela regra de Laplace, tem-se que P(Y|X) = 85_5 ~0,0037.
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7

30. 0 numero de casos possiveis é *C,, que é o nimero de maneiras de escolher quatro amigos entre os

oito. Para o niimero de casos favoraveis, ao total de possibilidades de escolher quatro amigos, retiram-
-se todos os grupos de quatro em que os dois membros do casal ndo estejam presentes. Para isso,
escolhem-se dois amigos entre os restantes seis (excluindo o casal), sendo o nimero de maneiras de o

fazer é °C, . Assim, o niimero de casos favoraveis é °C, - °C,.

8~ _ 6
A probabilidade pedida é % .

4

Resposta: C

k ol 4f 1
X 2
_ X et x —4x+1 2 _4x+1 Z oyt
311 hm g(Zx) = hm ( 2x ): xe x—kx = 1 X f kx =
X—>+00 e X—>+00 e X—>+0 e Xe X—>+x0 e Xe Xe
4 1 4 1 4 1
e It L e e
= lim —x lim xhx = x lim XX = —X
x40 ¥ xotw "7 . e x>+ e"(l‘k) k<l=1-k>0 400 et”
lim —
X—>+0 X
Limite notavel
1-0+ 1
=0x 0 0=0><—=O><0=0
+00 +o0
Outra resolucido, com a regra de L'Hopital:
: (=) ' (=)
Cgla) (P -axdl) @ geale)  (P-dxrl) 0 opg o)
lim 5 = lim 5 :hmT: im— — =
x>+ ¥ x>+ e xo+o ¥ x—>+00 (er—laf)' x—)+oo(2_k)e x
, 2x—4) , 2 2 2
= lim ( ) = lim [ ————

X—>+0 ((2—]{)@2'{7“ )' x~>+oo(2_k)2 er—kx 1‘»<]a:2—/\'>0(2_k)2 e+w +00

31.2 Afungdo g é continuaem x=-1se lim g(x)= lim g(x)=g(-1).

x—>-1" x—-1*

© 1im g(x)= lim (¢ (x* —4x+1))=e™ (1) —4x(-1)+1) =™ (1+4+1)=6¢™

x—>-1" x—>-17

.g04)=é*«_g2_4x@4yu)=a*@+4+0=6e*

0)
s gl .
+ lim g(x)= lim X X722 ﬁnlﬁfiéxi—zl= lim

x—>-1" x—>-1" — i) x—>-1" faia x—>-1" == x—>-1"
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B ) 2y A y _ _ —
71;12 yh%rg{ p x(—1—2)—2y11%n017 5 x(=3)=2x——— . x(=3)=2x-x(-3)=-6

lim
x=>-1"=y->0 y—=0~ y

Limite notavel

Assim, 6e”* =—6 < e =—1, que é uma equagido impossivel em R, pelo que nao existe £ de modo que

a fungdo g seja continuaem x=-1.

1+(-1) —4x1x(-2)

i) x’—x-2=0&x= o & x=-1v x=2.Logo, x’ —x—2=(x+1)(x-2).
X

Usando a regra de LHopital para calcular lim g(x):
x—>-1

1.3 Para k=-1e xe|-1,+o[, tem-se g(x)=e" (x2 —4x+1).

Tem-se:

!/

. g'(x)z(e_x) (x2 —4x+1)+e‘x (x2 —4x+1)’ =—e" (x2 —4x+1)+e')C (2x—4)=
=e " (-x* +dx—1)+e " (2x—4)=e " (—x +4x—1+2x—4) =€ " (—x" + 6x-5)

'g'(x)=0<:>e""(—x2+6x—5)=0<:> e =0 v —x’+6x-5=0&

Impossivel em IR

~61 /6> —4x(~1)x(-5)
D 2><(—1)

<~

@x:ﬂc
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Fazendo um quadro de sinal de g’ e relacionando com a monotonia de g :

X -1 1 5 +00
e ™ n.d. + + + + +
—x +6x-5 nd — 0 + 0 —
g'(x) n.d. — 0 + 0 —
Monotonia e
extremos de g n.d. \, min. /‘ max. \‘

Portanto, para k=—1 e xe€ ] —1,+00[, a funcdo g é decrescente em ]—1,1] e em [5,+00[ e é crescente

em [1,5] . Tem minimo relativo em x =1 e maximo relativoem x=5.
“125)( X X X X
32. Tem-se, log; {? =log, ( (53) ]— log, (Sa’ ) =log, (\/5?) - (log5 (5) +log, (a' )) =

3x
=log5(57)—(1+xlog5a) = 3—x—l—xxx:—xz+37x—1

logsa=x
Resposta: A

33. Pretende-se mostrar que existe pelo menos um ¢ ]1,3[ tal que (g-f)(c)=(/xg)(c), de uma

forma equivalente, que existe pelo menos um ¢ € |1,3[ tal que (g° f)(c)—(/xg)(c)=0.

Seja &, a funcio definida em [1,3] por h(x) = (g ° f)(x) - (f X g)(x) . Vamos mostrar que a funcdo % tem

pelo menos um zero em |1,3[.
Tem-se:

= afuncdo 4 é continua em [1,3] por ser o produto, a composicio e a diferenga entre fun¢des continuas

no seu dominio;

= h(1)=(g-f)(1)-(rxg)(1)=g(f(1)-r(1)xg(1)=g(3)-3xlog,(1)=log,;(3)-3x0=1-0=1
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Como f épositivaem R, 0< f(3)<1, pelo que log; (/(3))<0, pelo que log, (£(3))-r(3)<0.

%/—/
<0 >0

~ h(3)<0.

Logo, como A(1) e #(3) tém sinais contrarios (= h(1)x/(3)<0), e como % é continua em [1,3], pelo
corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, a funcdo % tem pelo menos um zero em ]1,3[ , OU seja, existe

pelo menos um c € |1,3[ tal que h(c)=(g = f)(c)—(/xg)(c)=0, pelo que a equagio dada é possivel em

J1.3[.
34.1 No inicio do movimento a distancia da esfera ao chao é dada por:

87 x0

d(0)=3+3,5¢ %" sen( )=3+3,5e° sen(0)=3+3,5x1x0=3+0=3

Como a distancia do centro da esfera ao chdo no inicio do movimento é igual a 3,5 cm, a medida do

comprimento do raio da esfera é iguala 3,5-d(0)=3,5-3=0,5cm.

Portanto, em centimetros ctbicos, a medida do volume da esfera é igual a:

v

esfera

3
=§7Z'xrai03=§ﬂx(0,5)3=4 (1] 4 | _4r_7

Resposta: A

34.2 Sabemos que, durante o terceiro segundo de movimento, existem dois instantes, ¢, e t,, tais que,

passados trés segundos e meio ap6s cada um, a distancia da bola ao solo diminui 15%.

Tem-se que d (t) ¢ a distancia da bola ao solo num certo instante ¢ e que d (t + 3,5) é a distancia da bola

ao solo trés segundos e meio apds o instante ¢.

Assim, pretende-se terminar os instantes ¢ € [3,4] tais que:
d(t+3,5)=d(t)-0,15d (1)< d(t+3,5)=0,85d(1)

Utilizando o editor de fun¢do da calculadora grafica, definem-se as funcGes y=d(t+3,5) e

»=0,85d(1):
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Expressies

4 4

3 3

2 2

2 2.2 2.4 2.6 2.8 T2 2.2 2.4 2.6 2.8
x=2.245955 fix)=g(x)=2. 499759 x=2.559217 f(x)=g(x)=3.254629

Portanto, d(1+3,5)=0,85d(t)<t=1, v t=t,,emque t,~2,2 e t,~2,6.
Nota: foi usada a calculadora grafica Numworks, em que se definiu d(x)=3+3,5¢ """ sen[&Tij,
f(x)=0,85d(x) e g(x)=d(x+3,5).
35.1 0 dominio de validade da equagédo é R".
Tem-se f(x)+x2 =2lnx e xX*Inx-2+x>=2Inx < X’ Inx+x" =2lnx+2 <
& x(Inx+1)=2(Inx+1) = x*(Inx+1)-2(Inx+1)=0

& (Inx+1)(x* -2)=0=hx+1=0 v ¥’ -2=0

Shx=-1v ¥*=2ox=¢' v x=ix/§<:>x=l VvV x=—+2 Vv x=\/§
e

Como -2 ¢ R* 1 eR"e v/2 € R, o conjunto-soluc¢io da equacdo é {l,«/f}
e e

35.1 Tem-se:

. f’(x)z(x2 lnx—2)’ =(x2)' Inx+ x> (lnx), —0=2xInx+x" x%=2xlnx+x

« f"(x)=(2xInx+x) =(2xInx) +x'=(2x) Inx+2x(Inx) +1:21nx+2/x%+1=21nx+3

3

. f”(x)=0<:>2lnx+3=0<:>2lnx=—3<:>lnx=—%<:>x=e 2
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Fazendo um quadro de sinal de f” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico de f :

X 0 e_% +oo
f"(x) n.d. — 0 +
Gréfico de f n.d. M p.i. \

3
O graficode f tem a concavidade voltada para baixo em } 0,e 2 } e tem a concavidade voltada para cima

3 3
em [e 2 ,+oo|: . Tem ponto de inflexdo em x =¢ 2, cuja ordenada é:

f(e%)z(e%)zlne% —2=¢" ><[—§j—2=—3€3 -2
2 2

3 -3
. . = 3e
Portanto, as coordenadas do ponto de inflexdo sdo [e 2, - 5 - 2}.

36.1 Como h(x+%) =cos’ (2(x+%n—2 =cos’ (2x+7)-2 =(—cos(2x))2 —2=cos’(2x)-2=h(x),

paratodoo xeR, % é periodo da funcio 4.

Resposta: D

36.2 Tem-se que para todo 0 xeR, 0<cos’(2x) <1< —2<cos’(2x)<-1, pelo que como a fungio #
assume todos os valores entre —2 e -1, o seu contradominio é [—2,—1] .

Logo, como o contradominio da fungdo 4 é [—2,—1] , h nao tem zeros.

36.3 Seja t areta tangente ao grafico da funcdo 4 no ponto de abcissa % .

O declive dareta ¢, m, é dado por h’[%j :

!

Tem-se que, h'(x)= (cos2 (2x) - 2) =2c0s(2x)x (cos(Zx))’ —0=2cos(2x)x(—-2)xsen(2x)=
= —4sen(2x)cos(2x)

Logo, m, =h’(%j = —4sen(2x%jxcos[2x%j =—4xgx(—%) =3, pelo que a equacao reduzida da

reta ¢ é daforma t:\/gx+b.
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As coordenadas do ponto de tangéncia sdo (%,h(%n , em que:

2
nl Z | =cos?| 2x X |-2= 1 —2=l_2:_z
3 3 2 4 4

Logo, substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia na equacdo dareta ¢:

77z\/§

Logo, a equagdo reduzidadareta ¢ é ¢t = J3x— 173

37.Tem-seque D={xeR:x+3>0 A 6-2x>0 A x>0}={xeR:x>-3 A x<3 A x>0}=]0,3[.

Neste dominio, tem-se:
1

log, (x+3)=log, (6 —2x)—log, (\/;) < log, (x+3)=log, (6 —2x)—log, (x2 ) =S

<log, (x+3)=log, (6—2x)—%10g2 X

x>0

o log, x

log?

gﬁlog4 (x+3) =log, (6—2x)—

i) 10g42:10g4(ﬁ):10g4(4%): <':)>log4 (x+3)=log, (6—2x)—log, x

N | =

< log, (x+3)+log, x=log, (6 —2x)
< log, (x(x+3)) =log, (6—2x)
<X +3x=6-2x

S +5x-6=0

~5+./5% —4x1x(-6)

2x1

&S X =
Sx=-6 v x=1

1
Como —6¢D —eR"e 1e D, o conjunto-solucio da equagdo é {1}.
e
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38. A funcao g é continua em [—1,+oo[ , pelo que é continua em x =k e, portanto,

lim g(x) = lim g(x) =g(k)

x>k

x—k*

x—k* x—k*
- g(k)=k
0 xe -k . oxe -k
()=t 2 g ook
= lim g(x)= lim = lim = =
x>k s>k sen(k—x) vk sen (k —x) . sen (k —x)
X — =k x—k
fim (7 HE)e =k lim Y€ the =k
_ y—0" y _ y—0" y _
Logo ke (1) i ST ) el g seny
x>k =y—>0 y—>0~ h% y—>0" y
Limite notavel
e Heo)
11?7+ llrg .,
_— ’ Y =—e0—kx1ime _1=—1—k><1=—1—k
-1 y=0y
Limite notavel

Logo, —1—k=k<:>—l=2k<:>k=—%.

Usando a regra de L'Hopital para calcular lim g(x):

x—k

0
x—k (’j x—k _k 1 x—k + x—k O
lim g (x) = tim =K i (xe ) = lim () =
x—k x—k Sen(k—_x) x—k (sen(k—x)) x—k —COS(k—x)
= lim eX7k+xeX7k :eo+keo :1+k:—1—k

s~k —cos(k—x)

—cos(0) -1
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39.1 Como existe limg(x) entdo lim g(x)= xlgn()q g(x) (0¢D,).

x—0 x—0"

SCHZ,\' Oj
) ) l—coszx(" 1. sen’x 1. (senx senx) 1. senx .. senx I
= lim g(x)z lim — = —lim ——=—1lim X im x lim
x>0 x>0~ 4x 4 x-50" x 4 x—0-

X X

I L 2x+f(x)_xlin(}(Zx)+xlin&f(x)_2><O+xlir(1)1+f(x)_xlir£1+f(x)
- lim g(x)= lim = . = =
x—0° x50° x+2 lim (x+2) 0+2 2

x—>0"

Como f é continuaem R, entdo é continua em x =0, pelo que lim f(x)= f(0).
x—07"

m f(x) (0

Logo, xlij})l+ g(x)= 5 == e, portanto, ng) =i<:> 7(0) =%<:> 7(0) =% .
Usando a regra de L'Hopital para calcular lim g(x):
x—0
0) ' 0
. . 1-cos’x (GJ . (1—cos2x) . 0—2cosx(—senx) . 2senxcosx [6)
lim g(x)= lim — = lim ~—=lim = lim —————= =
x>0~ x>0~ 4x x—>0" (4)(,‘2 )' x—>0" 8x x—>0" 8x
i (2senxc?sx) ~lim (2senx) xcosx+2senxx(cosx) _
x—0 (Sx) x—0 8

. 2cosxxcosx+2senxx(—senx) . 2cos’x—2sen’x
= lim = lim =
x—>0" 8 x—>0" 8

_20052(0)—2sen2(0) _2x1P=2x0* 2
B 8 B 8 8

1
4

39.2 Como a fungdo f é derivavel em R, o que implica que também o é em x=1, e como tem um

extremo relativo igual a 2 no ponto de abcissa 1, entdo f'(1)=0e f(1)=2.

Seja ¢ areta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1. Assim, o declive dareta ¢ é dado por g’(l)

e o ponto de coordenadas (l,g(l)) pertence ao graficode g.

A%hmnggz(zx;fgxr]:(2x+f(ﬂ)(xiité;x+fﬂﬂﬂx+2)

(24 £(x))(x+2)=(2x+ £ (x))x1 2+ f"(x))(x+2)—2x— £ (x)

(x+2)° (x+2)° '
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(2+/())(+2)-2x1-f(1) (2+0)x3-2-2 6-4 2

Logo, o declive da reta ¢ é igual a ¢'(1)= = = =
& & g'() (1+2)* 32 9 9

pelo que a equagdo reduzida dareta ¢ é daforma y = %x +b.

2x1+ f(1) 242

Como g(l) = T 3 = %, substituindo as coordenadas (l,g(l)) na equacdo de ¢:
+
4.2 1+b<:>b—i—%<:>b—E
309 3 9 9
Sy = zx + &
R
40.1 Consideremos a seguinte figura, em que F é o ponto de y
interse¢do do lado [4D] com o eixo Ox. ¢
D
R \
A érea do trapézio [ ABCD] é dada por AD+BC Tp.
F E
Como AD=2AF , BC =2BE e EF =1-OF , tem-se que: o« x
AD+BC —— 2AF +2BE —
Avasen) = EF:fX(I_OF): A
B

:(ﬁ+§2)(1—0_17)

As coordenadas do ponto 4 sdo (cosa,sena), com cosa >0 e sena <0, e as do ponto B sdo (l,tga),

com tga <0. Assim, F:—sena, ﬁ:—tga e OF =cosa e, portanto:

A ypep) = (AF+BE)(1—O_F) = (—sena —tga)(l—cosa) =-sena +senacosa —tga +tgacosa =

sena sena
=—sena+senacosa—tga+p%/ X COSG = —sefla +sena cosa — + serar
cosa

x(cosza—l)z—senzax tga

cos’a—1 sena
=sena| —cosa + =sena x =

cosa cosa cosa

tea —sen”
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1
40.2 Tem-se que cos(a +7)=—cosa, pelo que —cosa =——= <> cosa =

1
J6 J6 '
Pela férmula fundamental da trigonometria, sen’ @ +cos’a =1, tem-se que:

5
< seno=—, |- <<= sena =——
ae %AO 6 V

N |

2
1 1
senzazl—(—J <:>sen2a=1—g<:>sen2a=

NG

N

sen <0

sena

Logo, tga = =5, pelo que a area do trapézio é —% X (—\/g) ==,

cosSx

Sl

41. Tem-se que:

2
(A) se ﬁ=§+a,entéo g(ﬁ):g(%Jraj:cos(%Jraj:—sena=i\/1—cosza:i /1—(%) 7&%;

(B)se f=n+a,entdo g(f)=g(7+a)=cos(r+a)=—cosa :—(—lj:

1
3) 37

(C) se =27 —a,entdo g(ﬂ)zg(27r—a)=cos(2ﬂ—a)=cos(—a)=cosa=§ ;

(D) se B=27+a,entdo g(ﬂ)=g(27r+a)=cos(27r+a)=cosa=% :

Resposta: B

42.
, 17 s RY/4 3z
- A afirmacdo é I. é falsa. Por exemplo, 0 < e tg(0)=0>-1=tg - )

* A afirmacdo é II. é verdadeira. O periodo positivo minimo da funcdo tangente é =, pelo que
tg(x+k7z) =tgx, paratodo o x e pertencente ao dominio da fung¢do tangente e k7. Logo, para
k=2,tem-se tg(x + 27r) =tgx, donde se conclui que 27 ¢é periodo da fungdo tangente.
Resposta: C
27 27m 2

43.1 0 periodo minimo positivo da fun¢do x é —=—=—.
| 3z | 3z 3

Se num dado instante ¢t a abcissa de P é x,, passados 5 de um minuto, isto é, 40 segundos, a abcissa

de P voltaaser x,.
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43.2 Tem-se que, paratodoo >0, —1< cos(37rt +%j <1, pelo que —4< 4cos(3m‘+%j <4,

Como a funcdo x toma todos os valores entre —4 e 4, incluindo estes, toma também o valor 0, isto é,
a abcissade P é 0 paraalgum instante ¢, pelo que a distdncia minima de P a origem é O.

1
43.3 Os primeiros vinte segundos do movimento correspondem ao intervalo de tempo [0,5]

No instante ¢, a abcissa do ponto P é dada por x(to). Passado o mesmo tempo que decorreu até ao
instante ¢, isto é, ¢, +¢, = 2¢,, a abcissa do ponto P é dada por x(ZtO) e, nesse instante, a abcissa de P

aumentou 3 unidades em relagdo a abcissa de P no instante ¢, ou seja, x(27,)=x(z,)+3.

1
Portanto, pretende-se determinar ¢ € [0,5} tal que x(27)=x(7)+3.

(0.22,-0.368) *

£2(x)=r1(2- x)

Logo, 7, ~ 0,22 (naimagem, f, corresponde a fun¢do x).

Nota: foi usada a calculadora gra fica TI n-spire, em que f, (x) = 4cos(37rt + %j .

1 1

Y P( kY )
n—k g ,{(l_n] hm(l_nJ e % Loz
j =lim| | ———=< = —k :( j —(efzk)3=e 5

44. Tem-se que limu, = lim(
n+k

Logo, limf'(u,) = f(limun)zf(e_%) = ln(e_%)z 2k

f é continua em R

Portanto, limf(un)zl—k@—%=1—k©—%+k=l<:>§=lc>k=3.

Resposta: C
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45.

(I) Areta de equagdo y+3=2x étangente ao grafico de f no ponto de abcissa 2, pelo que o ponto de

coordenadas (Z,f(z)) pertence a esta reta.
Assim, f(2)+3=2x2< f(2)=4-3< f(2)=1.
Como f é diferenciavel em R, entdo também é continua em R e, portanto, também é continua em

x=2,pelo que ygf(x):f(z):l.

Logo, limg (x) =lim(e" > (£ (x)+1)) =lime* xlim(f (x) +1) =¢** x(ygf(x)ﬂ) =e"x(1+1)=2.

x—2 x—2 x—2
~ A afirmacao (I) é falsa.

(IT) Como f é diferencidvelem R e 1 é um minimo absoluto de f', f’(x) >1,paratodoo xR, 0que

implica que f’(x)>0, paratodoo xeR, pelo que f é crescente em R.
~ A afirmacao (II) é falsa.
(III) Como lim (f(x) - 2x) =0, aretade equacdo y=2x é assintota obliqua ao grafico de f, quando

X
x tende para —«, pelo que lim M =2.

X—>—0 X

x—2 1
Portanto, lim @ = lim M = lim ¢ x lim M =e” x( lim M+ lim l] =

X—>—00 X X—>—®0 X X—>—®0 X—>—00 X X—>—0 X X—>=® x

=ox[2+ij=0x(2+0)=o

—00

. x 7 O - z 7 -
Logo, como lim & =0, se o grafico de g tiver assintota, quando x tende para —oo, serd horizontal,

X—>—0 X

pelo que ndo pode ter assintota obliqua, quando x tende para —o.

~ A afirmacdo (III) é falsa.

Carlos Andrade | José Carlos Pereira | Pedro Pimenta
Matematica 360 | Matematica A | 12.° ano
© Raiz Editora, 2026. Todos os direitos reservados.



46. A soma das raizes indice n de qualquer numero complexo € 0. Assim, sendo z,, z,, z, e z, asraizes

S

57
quartas de z, entdo z, +z, +z; +z, =0 e tomando, por exemplo, z, +z, +z, = \/Ee 12, vem que:

Sr

Sr
I— I—
V2e? +z,=0z,=—+2e

Logo:
4 l_577r ¢ 4 i(s—ﬁx4j ,'Sl 571- 577 1 \/g
z=(z,) = ENCYE =(—\/5) e'” '=4e3 =4 cos(—)ﬂ'sen(—j =4| ——iX2 |=2-2Bi
3 3 2 2
Resposta: D
47.Seja z=x+yi,com x,yeR.
Tem-se (z+2)2 —(2—2)2 =16<:>(x+)/l[+x—)/l()2 —(x+yi—(x—yi))2 =16
= (2x) (£ +yi— £ +yi) =16 4x* —~(23i) =16 =
S 4x* -4y =16 = 4x° +4y* =16 < x>+’ =4
Logo, a condi¢do dada define uma circunferéncia de raio 2 centrada na origem.
Resposta: C

48.Seja w, =a+bi,com a,beR.

Tem-se (w,)’ x#, =(1-2i)" (a—bi)=(1-4i+4i" )(a—bi)=(1-4i —4)(a—bi) = (-3 - 4i)(a—bi) =
=—3a+3bi —4ai +4bi* =—3a—4b+i(3b—4a)

Como (w,)" xim, € 4, Re((wl)zxwz)zo e Im((wl)zxwz)>0,ouseja, -3a—-4b=0e3b-4a>0.

Assim:

: Re((wl)zxwz)=o©—3a—4b=0©—3a=4b@a=—i—b;

. Im((wl)zxw2)>0c>3b—4a>0 <, 3b—4x(—%)>0©3b+%>0<:>2—§b>0<:>b>0.
. 4p : .
Assim, como az—? e b>0, a<0, ou seja, Re(w,)=a<0 e Im(w,)=b>0, pelo que o afixo de w,

pertence ao segundo quadrante.
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49. Tem-se:
137 oz .(137rj ,(n j .[mj ,{13;:] ,(nﬂj
i— i— i i| —+7m i — i — il —
“z=e? —e=¢' " tl-e\? )= te P/ =2e "

-z, =2 —\/ﬁi”mfﬂ 2i° —12it =—2— J12i.
33=8x4+1

Escrevendo z, na forma trigonométrica:

Zz|=\/(—2)2+(—ﬂ)2 =J4+12=16=4;

* sendo o um argumento de z,, tem-se tga = e o pertence ao terceiro quadrante,

12 243
I

4n
pelo que a pode ser %Jr;r:%[. Logo, z, =4e ? .

B O G B o B
Seja z, =|Z3|ei€, com O R . Entdo, HX% 2e x4e 8e 8 1(7,3)

= :—e
i i0
Z3 |ZS|e |23|e |Zs|

Este ntimero complexo satisfaz a condigdo |z|=+v2 A Re(z)=0 A Im(z)>0.Assim, o seu médulo é

2, pelo que:

BB es=alfell= e )= 5 ol =4

|Zz|

Além disso, a sua parte real é 0 e a imaginéria é positiva, o que quer dizer que o seu afixo pertence ao

semieixo imaginario positivo e, portanto, um qualquer seu argumento é da forma 5 +2km, kel.
Logo:

—%—H=%+2kﬂ, keZ©—9=%+%+2k7z, keZ©—9=37”+2lm, keZcez—%’[—zm, kel

—3—”—21(”

Portanto, z, = 4\/56{ 4 ), k €7, pelo que:

z, = 4J§ei(737”] = 4\/§(cos(—37ﬂ) + isen(—%”]j = 4\/5[—% - ng =—4-4i
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. 3 N A . . . ~ .
50.1 Se o afixo (z,)" pertence a circunferéncia de raio 8 centrada na origem, entdo ‘(22 )3‘ =8. Assim,

3 4 7/ . 3
como (z,)" é um niimero real negativo, vem que (zz) =-8. Logo:

_ . r =8
(Zz )3 =-8 <:>,(Veia )3 =86" & r'e®?) =8¢" &
—8=¢" 3a=n+2kr, keZ

Portanto, /* =8 < r=38 < r=2 e 3a=rx+2kr, keZ<:>a=§+2kT”, kel.

Como a €]0,7[, azg,pelo que z, —2¢> =2[005(%J+isen[%nz2(l+i§J=1+ﬁi.

2

Resposta: B

50.2 Tem-se que:

: |22(1_l~)|:1@|Zz|x|1_i|:1@|zz|x,/1z+(_1)2:1@|Zz|:%

* o afixo de z, tem as coordenadas simétricas, pelo que pertence a bissetriz dos quadrantes pares.

. , 3z 1
Assim, como « € ]0,7z[ (é um argumento de z, ), vem que & = e pelo que z, = —2e 4 e, portanto:

(22 )3 :[Le,ﬂff Z(Lj ei[%’rxs) _ 1 eng” _ 1 ei%” _ 1 ei(%’ﬁ%] _ 1 ei[Z;H—%] _ 1 e,»% _

1 1. . -
Escrevendo is Zz na forma trigonométrica, vem:

-

1 1,
===
4 4
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1
1 1. 4

* sendo @ um argumento de R tem-se tg0 = 0= —1 e @ pertence ao quarto quadrante, pelo
4

que 6 pode ser —%.

51.1Tem-se z° -2,z =0<2"=2,7 .

)

. ; o 2 2 i(2a _ i(—
Seja z=|z|e'*, com e R . Entdo, z =|Z| o'l ez=|z|e’( “) e, portanto:

22—222=0c>22=zzzc>|z|2ef<2a>:26"§X|Z|ez‘(a)©|z|2et(2a):2|z|ei[z"’j
Portanto:
. |Z|2=2|Z|<:>|Z|2—2|Z|=O<:>|Z|(|Z|—2)=0<:>|Z|=0 Vv |Z|—2=0C>|Z|=O Y, |z|=2

. 2a=§—a+2kﬂ', keZc>3a=%+2k7z, keZ<:>a=%+2kTﬂ, keZ

Assim:
- se |z|=0, entdo z=0, que ndo pertence a C\{0};

- se |z|=2, entdo:

= se k=0, entdo azg,pelo que zzzeig :2(cos(%j+isen(%j]:2(£+%i]:\/§+i;

- T 2n Srx
= se k=1,entdo a =—+—=—, pelo que
6 3 6
57
Z=2€IG =2| cos 5—” +isen 5—” =2 —£+li =—\/§+i;
6 6 2 2
. 7 4r 9w 3« fEis
*sek=2,entdo a=—+—=—="—,peloque z=2¢ 3 =-2;.
6 3 6 2

O conjunto-solugdo da equagio é {\/5 +i,—\/§+i,—2i} .
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Representando os afixos das solugdes no plano complexo, em que A4 é o afixo de 1+ J3i, B éoafixo de

—1+\/§i eC é o afixode —2i:

A Im(2)
B 1 A
I
|
I
i .
o ﬁ Re(z)
-2i|C
2><\/§><3
Assim, :—:3\/5.
A‘[ABC] 2
51.2 Tem-se que:
) Zl:4+2i+2i2022 _ 4+2ixﬂ+2i2:4+4i2+2i2+2i2_2:4+6i—2_ _2+60
1—i 2022=4x505+2 1 —; 141i 1° —i 2 2
=z+9—2:—1+3i
2 2

LOgo, z, —z, =—1+3i—2¢ 2 =—1+3i—2i=—1+i

Escrevendo z, -z, na forma trigonométrica:

z —Zz|=,/(—1)2 +12 =4/2;

1
* sendo # um argumentode z, —z,, tem-se tgfd = - =—1 e 0 pertence ao segundo quadrante, pelo que

3
0 pode ser —%+7z=37”.Logo, z, -z, —2¢ ¢

3

37 37
z, -z, \/Eel“ :\/Ee 4 :\/Eei(%+5aj.
i(~5a)

Entao, 1 =

5 (ei(fa) )5

cosa —isenoa
[t —)

_ i)
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. i Z] - 22 N . . . .
0 afixo do nimero complexo - pertence a bissetriz do primeiro quadrante se qualquer
(cosa—isenar)

seu argumento for da forma %+ 2k, kel.

Portanto, 377[+5a=%+2k7z, keZ<:>5a=—§+2k7r, keZ@az—%+2k?”, kel.

Assim:
- se k=0, entio ¢ =—2; ~ * se k=1, entdo a——£+2—ﬁ—3—7z'3”
- ) - IOJ*EE]O,ﬂ'[ -1, - 10 5 —IO,EG]O,H[
= se k=2, entdo a=—£+4—”=7—7z; 7T Jox[ = se k=3, entdo azlﬁ; U7 oz
10 5 10 10 10 ~ 10
RY/4 1
S o0=— V od=——.
10 10
52.Tem-se que z =cos 2z +isen| 2 :—l+li.
3 6 2 2
1
Sendo a um argumento de z, tht:%:—l e a pertence ao segundo quadrante, pelo que a pode
2
V4 3z
ser ——+7r="—.
4 4

3 ( 3z 3 ( 3z ( 97 [ 97 (
i —— i ——x3 i —— i| ——+27 i —
4 1P 47) 1P 4) 1. P 4 1P 4

z|e =|z| e =|z| e =|Z| € =|Z| e , €

el
=3
Logo, z=|z|e 4, peloque z° =

portanto, o afixo de z° pertence a bissetriz do quarto quadrante.

Resposta: B
53. Tem-se que Z=_M=_4e’axixl 2i =_4e‘“XM=_4e’axm=
1+2i 1+2i 1-2i 1°—4q 1+4

_51‘ ) L i(a +%J

=—4e'“x——-=4e'“%xi = 4% xe? =4e

¥
i=e -

Escrevendo —2\/§ +2i na forma trigonométrica, vem:

—2«/§+2i‘: (_2£)2+22 =JV12+4=116=4
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2 3 3

= sendo # um argumento de 23 +2i, tem-se tgd = ><£=—— e 0 pertence ao segundo
23 B 3

quadrante, pelo que ¢ pode ser —% +7= 5?7[

S

Logo, —23+2i=4e ¢
Como z e —2+/3 +2i sdo raizes quartas de um mesmo nimero complexo, tem-se:

(57 107

AN sz \* il 4l @+ il 2% jor
z4=(—2«/§ +2z’)4©(4e{a+2j) =(4e'57) <:>44e[4[ 3 :4“e{6 4j©256e’(4“+2”>=256e 3

St kx
Portanto,4a=10—”+2k7r,keZ<:>a=10—”+k—”,kEZ@(X:—-F—,keZ.
3 12 2 6 2
Assim:
- Strosx x - Stk monmom |\«
= se k=0,entdo a=—; —e}—,;{ sek=-l,entdio g=———=—; —¢ |—.,7
6 6 |2 6 2 3 3 |2
~ St 4rm 4Ar |«
“sek=l,entaoa=—+—=—; —¢ |—.,7
6 2 3 3 ]2
S
. o =—.
6
54. Tem-se que:
1 1 i{-Z I(O) i —— l0-Z - — - -z
_+Z:_+e(lj — +e( J:e( lzj_l_ (lzjze(lzj_l_e[]z]:ze[lz]
z iz 1= 2
eIZ el2
2
© 1B = (1) + (V3) =VTe3=VA=2.
: 3
Sendo # um argumento de —1+ J3i, tem-se tgd = = 3 e 0 pertence ao segundo quadrante, pelo
272_ 2z

que & pode ser —%+7r=7 . Entdo, —1+\/§i=2ei7.

z

Assim, " = [(l + EJ(—] + \/gi)jn - (26,-[7%] % 23’%) _ (4ei(’%+%)) _ (4ei% )" g e,-(71”2”) .
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O nimero complexo w" é um nimero real negativo se qualquer seu argumento for da forma = + 2kr,
k € Z . Entio:

7n%

12

12+24k’ kEZ

=/+2k;{©%=1+2k©7n=12+12x2k@n=

O primeiro nimero natural tal que w" é um nimero real negativo obtém-se para k =3.

Logo, n=%©n=12.

FIM
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