Avaliacao - Itens para testes de avaliagcao

]
MatematicaA|11.° Ano ruIZ

Propostas de resolucao

1.Como f(x)——o,quando x — +o, 0 coeficiente do termo de maior graude f(x) é necessariamente

negativo, ou seja, a <0
Resposta: B

2. A fungdo & é quadrtica, pelo que se podem eliminar as opgdes B e C, que representam fungdes ctibicas.

Tendo em conta a expressao analitica de #, conclui-se que —a é um zero duplo de 4.

Tanto na representacdo grafica da opg¢do A como da opcdo D, tem-se que —a>0< a<0. Logo,
h(x) — —o0, quando x — o, pelo que a opgao correta sé pode ser a D.

Resposta: D
3.Como g(0)=0,tem-se g(0)=0<ax0’+ax0’+b=0<b=0.
Como g(x)—>+o quando x — +oo, conclui-se que a>0.

Assim, g(x)>0c>ax3+ax2>0<:>ax2(x+1)>0<:>x2(x+1)>0

a>0

Portanto, dado que x* >0, para todo o xeR, anulando-se em x=0, para que g(x) >0, basta que

x+1>0 A x#20x>-1 A x#0.
Logo, a fungdo g € positivaem |-1,+0[\{0}.
4. O resto da divisdo inteira de 4(x) por x—2 é dado por A(2).Assim:
A(2)=4 < k> x2' —4kx2* +3x2-2=4 < 16k* -32k+ A = A ©16k> =32k =0 < 16k (k-2)=0 <
16k=0 v k-2=0<k=0 v k=2

s . , 7 . . 4 2 . .
Para que o polinémio A(x) seja de grau 4 é necessario que o coeficiente de x” , k~, seja diferente de

zero, pelo que & ndo pode ser zero e, portanto, £ =2.

Resposta: C
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5.1 Tem-se x+ % =0 x= —% . Utilizando a regra de Ruffini:

-3 12 21 ~30
_3 El _% 45
2 2 4 8
-3 33 B _195
2 4 8

5.2 f(l):—3><12+12><1+21><1—3O:—3+12+21—30:O.Logo, 1 é um zero de /', ou seja, o resto da

divisdo inteira do polinémio f'(x) por x—1 é zero, ou ainda, f(x) é divisivel por x—1.

Utilizando a regra de Ruffini:

-3 12 21 =30
1 -3 9 30
-3 9 30 0

Logo, f(x)=(x—-1)(=3x"+9x+30).

Determinando os zeros do polinémio —3x* +9x + 30, vem que:

3:J(=3)" —4x1x(-10) 3129

“3x*+9x+30=0 <= x*-3x-10=0= x= S x= Rt
.(53) 2x1 2
<:>x=3_77 Y x=3+77©x=—2 v x=5

Portanto, os zeros de f sdo —2,1 e 5, e o coeficiente do seu termo de maior grau é —3, pelo que:

f(x) = —3(x+ 2)(x—1)(x—5)
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5.3 Para responder a este item podemos escolher a fatorizagido do polinémio f (x) que acharmos mais

conveniente. Nesta resolugdo vamos usar f(x)=(x —1)(—3x2 +9x+ 30) .
Tem-se que f(x)>0 < (x—1)(=3x" +9x+30)20.

Javimos que x—1=0< x=1eque -3x* +9x+30=0x=-2 v x=5.

Construindo uma tabela de variagdo do sinal, vem que:

X —© -2 1 5 +00
x—1 — — — 0 + + +
—3x? +9x+30 — 0 + + + 0 —

- I - I -

Logo, o conjunto- solugdo da condigdo f(x)>0 é |—o0,-2]U[L,5].

5.4.1 Dl=Dfngm{xeR:g(x);tO}=RmRm{xeR:x¢5}=R\{5}.
g

Resposta: B
5.4.2 Analiticamente:

*D,.,=D,NnD,=RNR=R

. (g+f)(x)=(x—5)2 —3(x+2)(x—1)(x—5)=(x—5)(x—5—3(x+2)(x—1))=

=(x—5)(x—5—3(x2 +x—2))=(x—5)(x—5—3x2 —3x+6)=(x—5)(—3x2 —2x+1)

. s 2
= Determinando os zeros do polinémio —3x" —2x+1, vem que:

24(~2) —4x(=3)x

2><(—3)

“3x* 2x+1=0x=

+ _
x=2_ﬂ®x=2 4 244
-6 —6 -6

Carlos Andrade | José Carlos Pereira | Pedro Pimenta
Matemadtica 360 | Matematica A | 11.° ano
© Raiz Editora, 2026. Todos os direitos reservados.



= 5 é 0 zero do polinémio x-5.

Construindo uma tabela de variacao do sinal, vem que:

X —00 -1 l 5 +00
3
x=5 - - - - - 0 +
-3x* —2x+1 — 0 + 0 - - —
(g+/)(x) + 0 - 0 + 0 -

Logo, a fungdo g+ f é negativa em }—1,%[&)]5#00[ e é positiva em ]—oo,—l[u}%,S{.

Graficamente:

No editor de fun¢des de uma calculadora, comecamos por introduzir a expressiao analitica da funcao

g—f

£1(x)=(x-5) -2+ (+2)- be-1)- (x-5)

10 {5!0} x
n N
*(-1,0) =T (0.3323323,0) \ F

=30

1
Analisando o grafico, conclui-se que, a fungdo g+ f é negativa em }—1,3 [ u]5,+oo[ e é positiva em

1 1
—o0,—1 =,5| (0,333333...=2).
J- [UL [( ;)

5.4.3 (?](x)zO@g(x)zO A f(x)¢0<:>—(x—5)2=0 A 3(x+2)(x—1)(x—5)¢0<:>

<Sx=5 A (x+2¢0 A x=1#0 A x—5¢0)<:>

=Sx=5 A (x¢—2 A x#EL A x¢5)<:>xe®

Logo, a funcao £ hdo tem zeros.
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6.1 Tem-se que x—2=0< x=2. Construindo uma tabela de variacio do sinal:

x — 0 -3 -1 2 + o0
g(x) + 0 — 0 — 0 +
h(x) - - - - ~ 0 +

Logo, o conjunto-solugdo da inequagdo (hx g)(x)>0 é |-3,+o[\{-1,2}.

Resposta: D

6.2 A funcdo g é polinomial de grau 4, e os seus Unicos zeros sdo -3, —1 e 2. Tendo em conta a

representacdo graficade g , —1 é um zero de multiplicidade 2. Assim:

g(x)za(x+3)(x—2)(x+l)2, com aeR

g(—2)=—§<:>a(—2+3)(—2—2)(—2+1)2 =—§<:>axlx(—4)(—l)2 =—g<:>—4a=—§<:>a=%
Portanto, g(x)=%(x+3)(x—2)(x+l)2 =
1 2
=§(x2 —2x+3x—6)(x2 +2x+1)
L exm6) (@ r2xs1)
3
=%(x4+2x3+x2+x3 +2x2+x—6x2—12x—6)
=1(x4 +3x° =3x% —11x—6)
3

=§x4 +x —x —%x—2
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6.3 (g—h)(x)<0<:>g(x)—h(x)<0<:>g(x)<h(x).

A funcao / é afim, a reta que é o seu grafico, interseta o
eixo Ox no ponto de abcissa 2, dado que

h(x)=0<x-2=0<x=2, e 0 eixo Oy no ponto de

ordenada 2, dado que /#(0)=-2.

O grafico de g também interseta o eixo Ox no ponto de

ordenada -3, -1 e 2, e 0 eixo Oy no ponto de ordenada

—2,dado que g(0)=-2.

Assim, representando os graficos das duas func¢des no
mesmo referencial, tal como na figura ao lado, conclui-se

que o conjunto-solugdo da inequagdo (g—4)(x)<0, ou

seja, da inequagdo g(x)</i(x),é]0,2].

6.4 Tem-se que (f-g)(x)=k< f(x)-g(x)=k< f(x)=g(x)+k . Assim, o grafico da fun¢do f,

definida por f(x)=g(x)+k, obtém-se do grafico da fungdo g através de uma translagio de vetor

(0.k).

Tendo em conta a figura ao lado, conclui-se que para f
ter dois zeros positivos, o grafico de g tem de se
deslocar, verticalmente, mais de duas unidades para

cima, dado que f(0)=-2, mas menos de |b|, sendo b

o minimo absoluto de g, pelo que k :| 2,| b | [ .

Vamos, entdo, recorrer a uma calculadora grafica para
determinar o valor de b, arredondado as centésimas.

El [EXE]l:Mostrar Coordenadas
Y1=(1J3)x“(4)+x"(§_)3'-x2—(1743)x—2

= [
T

S

1.1471,-5.435)

X¥=1.147180852 “¥=-5.435320963

VA

<Y

minimo absoluto de g = b? ---

Portanto, como o minimo relativo entre —3 e —1 é superiora -2, afuncido f tem exatamente dois zeros

positivos se ke]2,|b|[,com |b|~5,44.

Carlos Andrade | José Carlos Pereira | Pedro Pimenta
Matemadtica 360 | Matematica A | 11.° ano
© Raiz Editora, 2026. Todos os direitos reservados.



7. 0 resto da divisdo inteira de h(x) por x* —5x é um polinémio do tipo ax+5b, com a,beR.

Assim, se O(x) for o quociente da divisdo inteira de 4(x) por x* —5x, vem:
h(x) = Q(x)(x2 - Sx) +ax+b

Tem-se que h(O) =3, dado que o grafico de % interseta o eixo Oy no ponto de ordenada 3, e o resto

da divisdo inteira de /(x) por x—5 é =2, pelo que /(5)=-2. Assim:

{h(0)=3 0(0)(0° =5x0)+ax0+b=3 {Q(O)x0+b=3 {O+b:3
= ~ ~ <~
2 -2

h(5)=-2 |Q(5)(5°-5x5)+ax5+b=-2 |Q(5)x0+5a+b= 0+5a+b=-2

= = =
Sa+3=-2 Sa=-5 a=-1

Logo, o resto da divisdo inteira de /(x) por x* —5x é —x+3.

b ~ ) , . e
8.1 Como f(x) =a+ , a reta de equagdo x=c é assintota vertical ao grafico de f e a reta de
x

—c
equacgdo y=a é assintota horizontal ao grafico de f . Portanto, tendo em conta a figura, s6 se pode ter

a>0ec<0.
Resposta: C

8.2 Como D, =R\ {-3}, aretade equacdo x=-3 é assintota vertical ao grafico de f, pelo que ¢ =-3.

Como lim f(x)=2,areta de equagdo y=2 é assintota horizontal ao grafico de f, pelo que a=2.

X—>+0

b
x+3

Assim, f(x)=2+

Dado que —4 éozerode f,tem-se f(-4)=0<2+ =02-b=0b=2.

-443

2 2(x+3)+2 2x+6+2 2x+8
x+3 x+3 x+3 x+3

Logo, f(x)=2+
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9.1 Tem-se h(x)=2-

x—4 2(2x-4)-x+4 4x-8-x+4 3x-4

2x—4 2x—4 2x—4

C2x—4

Fazendo a divisao inteira entre os polindmios 3x—4 e 2x—4, vem:

Logo, h(x)= % +

2

2x—4

3w - 4 2x — 4
% + 6 3
2
2
3 Z 3001 . ok :
=+ ==+ , pelo que a reta de equagdo x =2 é assintota vertical
2 Z(x-2) 2 x-2

Lo ~ 3, . -
ao grafico de & e areta de equagdo y= 5 é assintota horizontal ao grafico de #.

9.2 Tem-se h(x)>x+12———

>x+1<2- -x-1>0&
x—4 2x—
e 1 X o
><(2x—4) 2x — 4 x(2x74)
2x—4—x+4-2x" +4x —2x% +5x
= >0 >0
2x—4 2x—4

Determinando os zeros do numerador e os zeros do denominador:

. —2x2+5x=0<:>x(—2x+5)=0<:>x=0 v =2x+5=0=x=0 v ng;

= 2x-4=0x=2.

Construindo uma tabela de variacao do sinal:

X —00 0 2 é + 00
2
—2x% +5x - 0 + + + 0 -
2x—4 - - - + +
2
-2x"+5x 0 _ 0 —
2x—4

Logo, o conjunto das abcissas dos pontos do grafico de /# que estdo acima da reta de equagido y =x+1

é]—wﬂ[u}&é

b
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9.3.1 A 4rea do trapézio [OPQR] é dada por

Tem-se:

x—4 3x—-4
=0
2x—4 2x—4

“ h(x)=0=2- =0=3x-4=0 A 2x—4¢0<:>x=§ A x#2.

(SR

)

Logo, as coordenadas do ponto P sdo [%,Oj , pelo que oP =

* o ponto P pertence ao grafico de /, pelo que, sendo x a abcissa deste ponto, tem-se P(x,h(x)) , e,

portanto, OR=x e OR = h(x).

_OP+OR_
2

1 4)\(3x-4
2 3N\ 2x-4

1 3x+4 3x-4
=—x X

2 3 2x—-4

Logo, A(x) OR =

=Y

(3x+4)(3x—4)
6(12x—4)

C(3x) -4 9’16
12x-24 12x-24"

9.4.3 Tem-se que se a abcissa de 0 aumenta uma unidade, ou seja, se passa a ser x+1, a area é dada

por A(x+1).

Assim, como a area diminui 10% , quando a abcissa aumenta Expressoes

uma unidade, entdo:

A(x+1)=A(x)—0,1A(x)<:> A(x+1)=0,9A(x) ,com x>2

Introduzindo estas funcdes no editor de funcdes de uma

2 3 4 5 €
x=2.724328 f(x)=g(x)=5.259806

calculadora grafica, obtém-se x=2,7.
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10. Tem-se que tm.v. ., :% )

Como areta r é secante ao grafico de f nos pontos de abcissas —2 e 3, entdo Lmy. .,y =m,.
~ . ~ 1 . 1
Como asretas r e s sdo perpendiculares, entdo m, =——, ou seja, tmv. .,y =——.
s . ! mS
1 1 1 1
Dado que s:3y—x=3<:>3y=x+3<:>y=§x+1,tem-se m, =§,pelo que £.m.v. ., :__:_T:_3'
’ | mS —
3
Resposta: A

-g(-3
11.1 Dado que a fungdo g é derivavel em R, lim M

é valor da derivada de g em x=-3,
x—=3 x+3

isto é, éiguala g'(-3).

’

3 2 _ _
Como g'(x)z[x2+x?j =2x+3%=2x+x2, lin%L‘g;(”=g'(—3)=2x(—3)+(—3)z=—6+9:3.
- x+

Resposta: D
11.2 g'(x)=2x+x’
Determinando os zeros de g':
g(x)=0e2x+x’ =0 x(2+x)=0x=0 v 2+x=0<x=0 v x=-2

Construindo um quadro de sinal de g’ e relacionando-o com a monotonia de g :

g’(x) + 0 - 0 +

g Vs Max. Ny Min. Vs

Logo, g é crescente em ] —oo,—2] e em [0,+oo [ e é decrescente em [—2,0] . Tem minimo relativo em

3 _2Y
x=0,iguala g(0)=02+%=0,eméximo relativo em x=-2,igual a g(—2):(—2)2+u:£.

Carlos Andrade | José Carlos Pereira | Pedro Pimenta
Matemdtica 360 | Matematica A | 11.° ano
© Raiz Editora, 2026. Todos os direitos reservados.



12. Como o grafico de g tem a concavidade voltada para baixo, k£ <0.

Tem-se que g'(x)=2kx.Logo, g'(1)=2kx1=2k e o grafico de g é uma reta de declive negativo, dado

que k <0, pelo que apenas na op¢do C pode estar uma representacgdo graficade g’.
Resposta: C

a j':1+a’(x+1)—a£x+1),_1+0><(x+1)—2a><1:1 a .
(x+1) (x+1) (x+1)

13.1.1 f’(x)z(x+—

x+1

13.1.2 Como f éderivavelem R\ {—1} e tem um extremo em x =1, pelo teorema de Fermat:

/(1)=0
Assim, f’(1)=0@1—(1 “1)2:0@1—%=o@1=1®a=4
J’_
4
Portanto, f'(x)=1- .
f( ) (x+1)2

Determinando os zeros de f":

c>(x+l)2=4 AN xz-lox+]l=%tV4 A xz-1

f(x)=0e1-

(x+1)7 (x+1Y’
<:>(x=—1—2 vV x:—1+2) A x;t—1<:>(x=—3 Y x=1) A x#—1

Construindo um quadro de sinal de f' e relacionando-o com a monotonia de f :

f'(x) + 0 - n.d. - 0 +

f ya Méx. Ny n.d. N Min. ya

Logo, f (1) é um minimo relativo de f .

13.2 Seja t areta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa —2.

O declive da reta ¢ dado por f’(—2)=1— 4 Zzl—izzl—fzé.
(2+1) 3 9 9

Logo, a equagdo reduzida dareta ¢ é daforma y= gx +b.
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0 ponto de coordenadas (2,f(2)) € ponto de tangéncia, pelo que pertence areta ¢.

Tem-se que f(2)=2+%=2+§=?_

. 10 \ o ~
Assim, o ponto de coordenadas (2,;} pertence a reta ¢. Substituindo estas coordenadas na equacdo

dareta ¢, tem-se Q=§x2+b<:>b=9—g<:>b=§.
3 9 3 9 9

Logo, a equagdo reduzida dareta ¢ é da forma y = gx + 20 .

9
14.Tem-se que f’(x)<0< x>0, peloque f écrescente em [0,+[,e f'(x)=0< x<0, pelo que f
é decrescente em ]—oo,O]. Logo, das representacdes graficas apresentadas, a inica que pode ser a da
funcdo f é adaopcioD.
Resposta: D

15. Como areta de equacdo y=2x—35 é tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 3, tem-se que

g'(3)=2 e o ponto de coordenadas (3,g(3)) pertence a esta reta, pelo que g(3)=2x3-5=1.

Tem-se que, f(3)=(2x3-3)xg(1)=3x1=3, pelo que, 1imf(x)_3 :limf(x /) )
x—3 x_3 x—3 _x_3
Logo, como f é derivavelem R, lin%Lg@) R é valor da derivada de f em x =3, isto €, é igual
X—> x_

a f'(3).
Assim, f’(x):(2x—3)rg(x)+(2x—3)g’(x):Zg(x)+(2x—3)g’(x) e, portanto:

[(x)-/0)

x—3 x_3 x—3 x_3

:f’(3):2g(3)+(2><3—3)><g'(3)=2><1+3><2=8

16.Como f é uma fungdo afim, a sua expressdo analitica é da forma f(x) =mx+b,com m >0, dado

que f écrescentee beR

!

Assim, (f—g)'(x)zf’(x)—g’(x)z(merb)r—(xz—x) =m—(2x—1)=—2x+m+1.

Logo, o grafico de f —g é uma reta de declive positivo e ordenada na origem positiva, dado que m >0
e, portanto, m+1>1>0.
Resposta: C
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17.Seja x um numero real positivo.

: . -, . 1 2
O dobro do inverso de um numero real positivo x é dado por 2x—=—, pelo que a soma de x com o
X

dobro do seu inverso é dada por S(x) =x+ 2 .
x

O valor de x pretendido é o que minimiza a fungdo S, pelo que temos de determinar o valor minimo de
S . Para isso, vamos estudar o sinal da derivada de S e relaciona-lo com a monotonia de S'.

! ' _ _ 2_
i Sf(x):(ﬁzj g 2xxm2xx | 022 X2

X X2 x2 x2

2_
. S'(x):0<:>x 22:0<:>0x2—2:0c>x2:2c>0x:\/2
x x> x>

Construindo um quadro de sinal de S’ e relacionando-o com a monotonia de S :

x 0 NG +00
x> =2 n.d. - 0 +

x? n.d. + + +
S'(x) n.d. - 0 +

S n.d. N Min. s

Logo, S tem minimo em x= V2, pelo que o valor minimo da soma de um niimero positivo x com o

dobro do seu inverso é S(ﬁ)=ﬁ+%=\/§+%x£=ﬁ+¥=\/§+\/§=2«/§.

Portanto, o ndmero real positivo cuja soma com o dobro do seu inverso é a menor é V2 eovalordessa
soma é 24/2.

FIM
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