Teste de Matematica A

2025/ 2026
Teste N.°5
Matematica A
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma: ___

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagoes dos itens encontram-se no final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgéao correta. Escreva na folha de
respostas o numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificagbes necessarias. Quando para um resultado ndo é pedida a aproximagéo,

apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (a — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Ap6tema
Area de um setor circular:

ar?

- (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area lateral de um cone: mr g (r — raio da base; g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 4 mr? (r — raio)

Volume de uma piramide: % x Area da base x Altura
Volume de um cone: % x Area dabase x Altura

4 .
Volume de uma esfera: 3T 73(r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,,):

~ . o] +
Progresséo aritmética: =~ x n

rn

Progressao geométrica: u; x 11__r
Trigonometria

sen(a + b) =sena cosb +senb cosa

cos(a + b) = cosa cosb —sena senb

Complexos

(peie)n — pn eine

B+4+2kT

\Vpe® =ifpe" n  (k €{0,..,n—1}en€N)
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Regras de derivagao

wu+v) =u+ v

wv) =uv+uv

(u)’ uv—uv

v v?

W' = nu"1u'(n € R)
(senu) = u'cosu

(cosu) = —u'senu

!

tgu)' =
(tgu) cos?u

e“) =u'e*
(a¥)' = u' a*Ina (a€ R* \ {1}

1

(Inu)' = hl
u

I

(logaw)" = (a€ R*\{1})

ulna

Limites notaveis

lim(1+%)n=e (neN)

senx
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1. Numa competicdo de xadrez, cada equipa participante recebe um cédigo de identificagéo
digital constituido por quatro algarismos, de 0 a 9. Admita que cada um desses cddigos é

atribuido ao acaso. Determine a probabilidade de o codigo atribuido, simultaneamente:

e representar um numero compreendido entre 1000 e 5000;
e ter os quatro algarismos diferentes;
e conter o algarismo 0;

o conter exatamente dois algarismos impares.

Apresente o resultado na forma de percentagem.

2. O grafico de uma fungéo f admite, quando x — 4o, a reta de equagado 2x —y — 5 = 0 como
2 —
assintota obliqua. Qual é o valor de lim &) -2/ 5

X—400 X

(A) —10 (B) —5 (C) 5 (D) 10

3. Considere a fungéo h, de dominio R, definida por:

onde k € um numero real.
Resolva o item seguinte sem recorrer a calculadora.

Determine, caso exista, o valor de k para o qual a fungéo h é continua em x = 0.

4. Sejam f e g duas fungdes definidas por:
f)=x+2 e gx)=n(x+1)

f tem dominio R e g tem dominio ]—1, 4+oo[.
Seja a um numero real positivo tal que In(a + 1) < a — 2.

Mostre que a equagao (f o g)(x) = x é possivel no intervalo 10, al.

5. Seja f a funcao real de varidvel real, de dominio ]0, +oo[, definida por:

f() = *in() — 3

e seja r a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.

Sejam A e B os pontos de intersegdo da reta r com os eixos coordenados.
Qual das seguintes opgdes apresenta o valor da area do triangulo [0AB]?

(A) 4 (B) 2 (C) 1 (D)
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6. Considere a fungéo f, de dominio R~, definida por:
f(x) = x* In(—x)

Sem recorrer a calculadora, estude a fungao f quanto ao sentido das concavidades do seu
grafico e quanto a existéncia de pontos de inflexao.

Na sua resposta, apresente:

e 0(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo;
e 0(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem a concavidade voltada para cima;

e a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de f, caso este(s) exista(m).

7. Sejam f e g duas fungdes, ambas de dominio R e duas vezes diferenciaveis, e seja f' a
fungéo derivada de f.
Sabe-se que:
e flX)<0=x=2;
e afungdo f' tem exatamente dois zeros, x = 2 e x = 6;
- Jim (f)-60) =1;
e afungéo g’ é definida por g'(x) = f(x) — x2.
Considere as proposigdes seguintes.
I. Afungéo f tem dois extremos,emx =2 eem x = 6.

Il. Areta de equagdo y = —6x + 2 € paralela a assintota ao grafico de f, para x - —oo.

lll. O grafico de g tem a concavidade voltada para cima em todo o seu dominio.

Justifique que as proposicdes |, Il e lll sdo falsas.

8. Sejam p e g dois numeros reais e sejam:
z1=0CBp—-1D+Q2q+3)i e z,=0CBq+2)+@p@-7i
dois numeros complexos tais que z; = 7z, .

Qual é o valorde p + q?
(A) -3 (B) —1 (C)1 (D) 3

9. Considere, em C, conjunto dos nimeros complexos, 0s numeros:

4i
1+

zZ] = 219 e Z;=

Sejaw =2k ¢l(-3) com k € R.

Determine o valor de k para o qual o afixo de w é equidistante do afixo de z; e do afixo de z,.
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10. Considere, em C, conjunto dos numeros complexos, z; =3+ 4i e z, = 4 + 3i.
Sejaw = 2%
{ Zy—271

No plano complexo, a condi¢céo |z| = |[w| Alm (z) = 0 A Re (z) = 0 define uma linha.

Qual é o comprimento dessa linha?

32 32 V2 V2
(A" (B)*" © (D) ="
11. Resolva este item sem recorrer a calculadora.
Considere, em C, conjunto dos nimeros complexos, 0 numero complexo:
3ail? i(Z2)
zZ = 11— +2e\s/,coma€eR
Sabe-se que Im(z) + % Re (z) = 0.
3
Determine z na forma trigonométrica.
12. Seja w um numero complexo de argumento 6, com 6 € En[
i15 752
12.1 Qual das expressdes seguintes é um argumento de - ?
(A) -6 -2 (B) —30 +2 (C) —30—> (D) —6+7

12.2 Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Sabe-se que o nimero complexo w € uma das solugdes da equagao:

1+ 0)7% —16¢'(3) = 0

Determine w.

Apresente o resultado na forma trigonométrica.

FIM

COTAGOES

Item

Cotacéo (em pontos)
1. 2, 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9. 10. | 11. | 121 | 12.2 | TOTAL
18 10 18 18 10 20 20 10 18 10 20 10 18 200
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TESTE N.° 5 — Proposta de resolugao

1. Numero de casos possiveis: 10*

Nas condi¢des do enunciado, como se pretende que o cddigo de identificacdo digital represente um
numero compreendido entre 1000 e 5000, entdo o primeiro algarismo so6 pode ser 1, 2, 3 ou 4. Além
disso, 0 numero deve conter o algarismo 0, ter exatamente dois algarismos impares e ter todos os
algarismos distintos. Desta forma, existem duas alternativas mutuamente exclusivas: o primeiro
algarismo ser impar ou ser par.

1.2 alternativa

O primeiro algarismo pode ser 1 ou 3, logo ha duas possibilidades. Para cada uma destas,
existem quatro possibilidades na escolha do segundo algarismo impar e, para cada uma destas,
existem quatro opg¢des na escolha do algarismo par n&o nulo.

Para cada uma das formas de escolher os quatro algarismos que irdo constituir a identificacédo
digital, existem 3! formas distintas dos seus trés ultimos algarismos permutarem entre si.
Assim, para esta alternativa, existem 2 X 4 x 4 x 3! = 192 maneiras.

2.2 alternativa

O primeiro algarismo pode ser 2 ou 4, logo ha duas possibilidades. Para cada uma destas,
existem °C, formas distintas de escolher dois algarismos impares, de entre os cinco existentes.
Para cada uma das formas de escolher os quatro algarismos que irdo constituir a identificacéo
digital, existem 3! formas distintas de os seus trés ultimos algarismos permutarem entre si. Assim,

para esta alternativa, existem 2 x 5C, x 3! = 120. Desta forma, o nimero de casos favoraveis é

192 + 120 = 312. Logo, a probabilidade pedida & % = % = 0,0312, ou seja, 3,12%.

. Opcao (A)
2x—y—-5=0y=2x-5

Como a reta de equacédo y = 2x — 5 € assintota obliqua ao grafico de f, quando x — 400, tem-se:

lim (f(x) — (2x —5)) = 0

X—+00

Logo, lim I _ e lim (f(x) —2x) = —5.
X X X—+00

—400
P -2xf () L fO(F(x) — 2x)
lim = lim =
x—+00 X X—+0o0 X
= lim % x lim (f(x) —2x) =
Xx—+00 X X—+00
=2x%x(=5) =
=-10
2(x) —
Assim, lim f700 —2xf ) _ —10.
X—+00 X
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3. h é continuaem x = 0 se:

h(0) = lim h(x) = lim h(x)
x—0~ x—0%

i
2cos (— 7 x)
lim A(x) = lim ————=—~ =
x—0~ x—0~ X
. —-2senx
= lim =
x—0" X
. senx
=-2X lim =
x—0~ X
~———
limite notavel
=-2X1=
=-2

lim h(x) = li S s S
xl{g*' x _xl{rol*'e_x-}-l_l-}-l_

Assim, h é continua em x = 0 se h(0) = —2.
Desta forma:
22k 42kl 5= 222k +2x2k-3=0

—24./22-4x1%x(-3)
2X1

—2+4
o 2k =—

o 2k =

& 28=-3 v2k=1
~———————
equagdo impossivel

em R
k=0

A funcao h é continua em x = 0 para k = 0.

4. (fog)(0) = f(g(¥) = In(x + 1) +2
fog)X)=xehx+1)+2=x
osh(x+1)+2-x=0
Seja h a fungao definida por h(x) = In(x + 1) + 2 — x.
h é continua em [0, a], por se tratar de operagdes sucessivas entre fungdes continuas.
h(0) =In(0+1)+2-0=2 Calculo auxiliar
h(aA)=In(la+1)+2—-a <0 In(a+1)<a-2eoh(e+1)+2-a<0
h(a) < 0 < h(0)
Assim, pelo teorema de Bolzano—Cauchy:
Ac €]0,a[:h(c) =0 3c €]0,a[:In(c+1)+2—-c=0

< 3c€]0,al:ln(c+1)+2=c

Demonstra-se, assim, que a equagéao (f o g)(x) = x é possivel no intervalo ]0, a[.
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5. Opc¢ao (C)
Em ]0, +oo[:
f'(x) =lnx+1—%=lnx+%

Comecemos por determinar o declive da reta r:

) =Inl+a=0+s=n
2 22

A equacéo reduzida da reta r € daforma y = %x +b.

Determinemos, agora, a ordenada do ponto de tangéncia:

1 1
f(=1 xInl—o=->
Substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia na equacéao reduzida da reta r, obtemos:
—l=lx1+b(:>b=—1
2 2

Logo, y = %x — 1 é a equagao reduzida da reta r.

Esta reta interseta o eixo das ordenadas no ponto de ordenada —1.

Determinemos a intersec¢do da reta r com o eixo das abcissas:

1
Ex—1=0<:>5x=1=>x=2

Assim, a area do triangulo [0AB] é % =1.

6. EmR™:

f'() = (x*In(=x))" =

= 2xIn(—x) + x? X :—i
Assim, f'(x) = 2xIn(—x) + x.
f"(x) =QxIn(—x) +x)' =

= 2In(—x) +2x><:—i+ 1
Assim, f"(x) = 2In (—x) + 3.
f'"x) =0 2In(—x)+3=0

< 2In(—x) = -3

< In(—x) = —;
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_ 3 vA
(0] =
X 5 0

—e
Sinal de f" + 0 - n.d.
Sentido das *

concavidades do U P.l. N n.d. \- o %
grafico de f

3
O gréfico de f tem a concavidade voltada para cima em ]—oo, —e’E] e a concavidade voltada para

3 3
baixo em [—e_E, 0[. Apresenta ponto de inflexdo de abcissa —e z.

. f'(x) <0 x> 2eafungao f'tem exatamente dois zeros, x = 2 e x = 6.

Organizando estas duas informagdes numa tabela de sinal, tem-se que:

X —00 2 6 +o00
Sinal de f’ + 0 - 0 -
Variagao de f 7 Max \ \

Isto permite-nos concluir que a afirmacao | é falsa, pois a fungao nao apresenta extremo
emx = 6.

Il. lim (f(x) — 6x) = 1. Logo, a reta de equacdo y = 6x + 1 é assintota obliqua ao grafico
X——00

de f para x - —oo e 0 seu declive é 6.

Assim, n&o podera ser paralela a reta de equagédo y = —6x + 2, pois o declive desta reta
é —6, pelo que a afirmacao Il também é falsa.

. g'(x) = f(x) — x?, pelo que g" (x) = f'(x) — 2x.

X226 2x>24 —2x< -4

Em [2, +ool:

ff)<0ef'x)—-2x<-4eg"'(x) <-4

Como em [2,+x[ o sinal de g” é negativo, podemos garantir que o grafico de g ndo
tem a concavidade voltada para cima em todo o seu dominio, e, portanto, a afirmacéao

1l é falsa.

8. Opc¢ao (D)
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Z;=Bq+2)-(-7i
z21=2,©@Bp—-1)+2q+3)i =Bq+2)—(p—7)i
©3p—1=3q+2A2q+3=—-(p—-7)
©3p=3q+3 AN2q+3=—p+7
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Sp=q+1Ap=-2q+4
©-2q+4=q+1Ap=-2q+4
©3g=3Ap=-2q+4
©q=1Ap=-2x1+4
Sqg=1Ap=2
p+tq=2+1=3
Ovalordep +q é 3.

. Pretende-se determinar o valor de k, para o qual o afixo de w é equidistante do afixo de z; e do
afixo de z,, ou seja, que verifique a condigao |w — z,| = |[w — z,|.

zy = 2i% = 20241 = 2

44—
R T N G Ye T
_ 4i-4i?
Toze12
a4
===
=242
— i_E _ TT . T _
W—\/Eke(4)—\/7k<cos(—z)+15en(—z))_
_ i
=V2k(G-iF)=
=k — ki

w—2z, =k—ki—-2i=k—(k+2)i

w—z| = sz +(—(k +2))° = VK2 + (k + 2)2

wezy=k—ki—(Q2+2)=k-2)—(k+2)i

lw—2z,| = \/(k - 2)2+ (—(k + 2))2 =/ (k —2)2+(k + 2)2

Assim:

lw—z1| = lw— 25| © k2 + (k +2)2 =/(k — 2)2+(k + 2)2
& k% + (k+2)? = (k—2)*+(k + 2)?
e k?=(k-2)>
o k?=k?>—4k+4
© 4k =4
k=1

O valor de k para o qual o afixo de w é equidistante dos afixos de z; e de z, é 1.
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10. Opgao (B)

74477 2x3 _
Zy—2Z1 4+43i—(3+4i)
6

1-i
o 6(+)
T a-D@a+d)
6460
G
=3+ 3i

lw| = V32 +32=v18 =3V2

No plano complexo, a condigéo |z| =3v2 A Imz >0 A Rez > 0 define um quarto de

2mx3v2 _ 3v2m
4

circunferéncia de comprimento .

3ail?  3qi?**t2  3qi?

1-i 1-i 1-i

-3a

1-i
_ —3ax(1+i)
T @a-Dx@+)
_ —3a-3ai _
12_i2

Zei(z?ﬂ) =2 (cos (%ﬂ) + isen (2?”)) =

=—-1++3i

Assim, z——3—a——1+( 1++3i) = (—?’Z—a—l)+(\/§—3—a)i.

Logo, Re(z) = —7— lelm(z) =3 —37(1.

1 _ . _ 1
Sabe-se que Im(z) + ﬁRe(z) = 0, ou seja, Im(z) = \/ERE(Z)'

Assim:
3¢ 1 3a 3V3a _ 3a
3-F=-5(-F-1)e3-2 =241

(:)32—'1(\/5+1)=2

& 3a(V3+1)=4

4
e
oq= 4(v/3-1)

3(v3+1)(V3-1)
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12.

4(v3-1)
Sa=
3(3-1)

_2(¥3-1)
===

S a

Substituindo o valor de a obtido em (—37'1 — 1) + (\/§ - 37‘1) i, temos que:

- -
7= <_3XZ( ; 1)—1>+<\/§—3X2( ; 1)>i

2 2

Simplificando a expressao:

z=(-(V3-1)-1)+(V3-(V3-1)) i =
=(—V3+1-1)+(V3-V3+1)i=
=—V3+i

Seja a um argumento de z:

Re(z) < 0 e Im(z) > 0, logo, a € um angulo pertencente ao 2.° quadrante.

ga=—=-2-
BA=T"RFT 73

T 51
o =T —-— ===, por exemplo.

Izl = [(V3)2+12=V4=2

Assim, z = Zei(s?n).

12.1 Opcgao (C)

L‘15 2

Pretende-se determinar um argumento de WW .

Como 6 é um argumento w, entdo —0 é um argumento de w e, assim, —26 é um argumento
dew?.

Além disso, i15 = (343 = {3 = {3 = —|,

Assim, um argumento de i'° & —~.

iSw?

Desta forma, um argumento de é —g +(-20)—-06=-30— g

w

125 — 166 )25 = 166C3)
122 (1+i)z3—16e\2/ =0 (1+1i)z° = 16e'\+
3 16€i(%r[)
Sz = -
1+i
3 16ei(3TT[)
< ZzZ° = T
V3 el3)
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o 73 = J_—;ei(%n_%)
o 73 = 8\/§ei(2)

Calculos auxiliares

1+il=y12+12=v2

Seja o um argumento de 1 + i:

—1_
tgoc—l—l

} o é um angulo pertencente ao 1.° quadrante
Rez>0e Imz>0

T
a=-

2 por exemplo.

Assim, 1+ i = V2 ei(%).

TI

. i
As raizes cabicas de 8vZe'(3) sao dadas por z, = v/ 8v2e (
T 2km

7 =232 o +T),k €{0,1,2).

Assim:

e Parak=0:z,= 257 ¢i(5)

e Parak=1:z = 287G+ 5) = 297 1%
e Parak=2:2z, = Zi/fei(gﬂ?n) = zi/ie"(g?n) = zi/iei(%n)

5T
6

Como 6 € En[ a unica solugdo possivel é w = 2%/2 ei( )

o
7+2k1t

3

),k € {0,1, 2}, ou seja, por
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