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Teste N.°5
Matematica A
Duracdo do Teste: 90 minutos
10.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°  Turma:

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagoes dos itens encontram-se no final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva na folha de
respostas o numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificagbes necessarias. Quando para um resultado ndo € pedida a aproximacgéo,

apresente sempre o valor exato.
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1. Na figura encontram-se representadas, num referencial o0.n. Oxy, uma fungéo afim f e uma
fungéo quadratica g. , ;
Sabe-se que: I '

e afuncao f é definida por f(x) = x + 6;
e afungdo g tem maximo absoluto em x = 1; i
e 0 contradominio da fungéo g é o intervalo | — =, 9];
e 0 grafico da fungao g interseta o eixo das ordenadas no
ponto de ordenada 8;
e A e B sao os pontos de intersegao dos graficos das 0 %

funcbes f e g;

e a abcissa do ponto A € menor que a abcissa do ponto B.

Determine, recorrendo a processos exclusivamente analiticos, as abcissas dos pontos A e B.

2. Considere, no referencial o.n. Oxy, representado na figura:
» acircunferéncia C definida pela equacéo:
(x—4)?+(@y+2)?=5

e areta s definida pela equacédo x = 6;

e 0 ponto A, ponto de intersecdo da A

=V

circunferéncia C com o semieixo positivo Ox, de B
menor abcissa;
e 0 ponto B, ponto de intersecdo da

circunferéncia C com a reta s, de maior

ordenada;

e aretar que passa pelos pontos A4 e B.

Escreva uma condigdo que defina a regido colorida.

3. Considere as fungdes f e g, ambas de dominio R, definidas por:
fx)=x>-5x+1 e g(kx)=ax—15,coma€R

Quais s&o os valores de a para os quais os graficos das fungdes f e g se intersetam num
unico ponto?
(A) —13e -3 (B)13e -3 (C) -13e3 (D) 13 e 3
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4. Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxy, ra c
o triangulo [ABC], retdngulo em B.
Os pontos 4, B e C tém coordenadas, respetivamente,
(2,2), (6,4) e (4,8). B

4.1 Qual das seguintes opgbes apresenta uma
equacéo vetorial da mediatriz do segmento de reta
[AB]?

=V

(A) (x,) = (0,11) + k(2,-1),k € R
(B) (x,9) = (3,4) + k(1,—2),k € R
(C) (x,y) = (11,0) + k(—2,1),k € R
(D) (x,y) = (4,3) + k(-1,2),k €R

Resolva os dois itens seguintes recorrendo a processos exclusivamente analiticos.

4.2 Determine a equagao reduzida da reta de Euler do triangulo [ABC].

4.3 Seja F um ponto ndo representado na figura tal que F = A — 2BC.

Determine a distancia de F a origem do referencial.

5. Num referencial o.n. Oxy, considere um tridngulo [EVA].
Sabe-se que:
e 0 circuncentro do tridangulo [EVA] tem coordenadas (2, 4);
e o ortocentro do tridangulo [EVA] tem coordenadas (6, 8);

¢ a circunferéncia dos nove pontos passa no ponto P, de coordenadas (5, 4).

Qual das seguintes opgdes apresenta a equacao reduzida da circunferéncia dos nove

pontos do triangulo [EVA]?
(A) (x -4+ @y —-6)2=5 (B) (x—4)?*+(y—-6)?2=+5
(C)(x+2)2+(y+4)?2=5 (D) (x+2)2+ (y+4)2 =15

6. Considere, num referencial o.n. Oxyz, a reta r definida por:
(x,y,2)=(3,-1,4) + k(=2,0,0),k € R

Qual das condigbes seguintes também define a reta r?
(A)x=3Ay=-1 B)y=—-1Az=4 (C)x=3Az=4 (D) x=0Ay=-2
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7. Considere, num referencial o.n. Oxyz, a reta r de equagéo vetorial:

7.1

(x,v,2) = (1,2,-1) + k(2,-1,3),k € R

Seja A o ponto da reta r cuja ordenada € igual a 1. Qual das seguintes equacgdes define

o plano paralelo ao plano y0z e que contém o ponto A?

(A)x =3 (B)y=1 (C)x=2 (D)y=-1

7.2

8. Na figura esta representado, num referencial o.n. Za

Oxyz, o prisma quadrangular reto [0OABCDEFG].

Seja B um ponto de coordenadas (3,0,5) e C um ponto da reta r, com ordenada
negativa. Sabe-se que ||BC|| = v26.
Escreva a equacéao reduzida da superficie esférica de centro em C e que contém o

ponto B.

Sabe-se que:
e o paralelogramo [0ABC(C], base do prisma, esta c D
contido no plano z = 0; . )
e 0 vértice C pertence ao eixo Oy e o vértice E
pertence ao eixo 0z; o —C ------ —
e o0 vértice F tem coordenadas (4, 5, 6); ”/ A \'*B
e 3AB =40E.
8.1 Escreva uma equagdo do plano mediador de [OF]. Apresente a equacgao na forma

8.2

8.3

ax+by+cz+d =0,emque a, b, c e d S0 numeros reais.

Mostre que o ponto G tem coordenadas (4,13, 6).

Seja M o ponto médio do segmento de reta [AD] e ¥ um vetor tal que 7 = AG — EB.

Escreva uma equagao vetorial da reta que passa no ponto M e tem a direg&o do vetor 7.

FIM

COTAGOES

Item

Cotagéo (em pontos)

1. 2. 3. |41 | 42 | 43 | 5. 6. |71 |72 |81 | 8.2 8.3 Total
18 | 20 | 10 | 10 | 18 | 18 | 10 | 10 | 10 | 18 | 20 | 18 20 200
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Teste N.° 5 — Proposta de resolugao

1. De acordo com os dados do enunciado, sabemos que o vértice da parabola que representa
graficamente a fungdo g tem coordenadas (1,9). Assim, a fungédo g pode ser escrita na
forma:

gx)=alkx—-12%2+9

Como o grafico de g passa no ponto de coordenadas (0, 8), temos que:
g0 =8sa(0-1)2+9=8oa=-1
Logo, uma expresséo analitica que define a fungdo g é g(x) = —(x — 1)? + 9.
A e B sao os pontos de intersegédo dos graficos das fungbes f e g, pelo que, para determinar
as suas abcissas, teremos de resolver a equagdo g(x) = f(x),isto é, —(x — 1)2 + 9 = x + 6.
Assim:
—(x—1)?+9=x+6—-(x>-2x+1)+9=x+6

©—x2+4+2x—-1+9-x—-6=0

©—x2+x+2=0

_ —1+12—4x(-1)x2

o x =
x 2x(-1)

—1+9
P & ]

-2

—-1%3
S x =——

-2

-1-3 -1+3
e X = V x =

-2 -2
Sx=2Vx=-1

As abcissas dos pontos A e B sdo, respetivamente, —1 e 2.

2. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto A.

Como A é o ponto de intersegao da circunferéncia com o semieixo positivo Ox, A tem
ordenada 0. Substituindo y por 0 na equacgao da circunferéncia, obtemos:
(x—4)24+(0+2)?2=5(x—4)2%4+4=5

e (x-4)2%=1

ox—4=1Vvx—4=-1

©x=5VvVx=3
Como A é o ponto de menor abcissa, tem-se que as suas coordenadas sao (3,0).
B é ponto de intersegdo da circunferéncia com a reta s definida por x = 6.
Substituindo x por 6 na equacao da circunferéncia, obtemos:
6-49?+(y+2)?2=54+(@y+2)?%=5

e (W+2)2=1

ey+2=1vy+2=-1

ey=-1Vvy=-3
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Como B ¢ o ponto de intersecéo da circunferéncia C com a reta s de maior ordenada, as
suas coordenadas sao (6, —1).
Determinemos, agora, o declive da reta AB:
-1-0 1
Mm=%-3 "3
Logo, a equacao reduzida da reta r é da forma:

__! +b
y= 3x
Como o ponto A pertence a reta, temos:
1
0=—§x3+b=>0=—1+b<:>b=1

Logo, a equacéo reduzidadaretaréy = —gx + 1.

Assim, uma condigdo que define a regido colorida é:

X
(x—4)2+(@y+2)?%<5 A y<—?+1 A xX<6

3. Opgao (C)
Para determinar a intersecdo dos graficos das fungbes f e g, teriamos de resolver a
equacao f(x) = g(x), isto é:
x> —5x+1=ax—15x>*-G5+a)x+16=0
Como se pretende que esta equacgdo tenha uma Unica solugdo, é necessario que A = 0.

Assim:
(-G +a) —4x1x16 =0 (5+a)? = 64
©5+a=-8v5+a=8

Sa=-13 Vva=3

4.1 Opcao (D)

Seja P(x,y) um qualquer ponto pertencente a mediatriz de [AB].
Entéo, d(4,P) = d(B, P), pelo que:
Ja-27+ -2 =/x-672+ (- 4?
S x?—4x+4+y>—4y+4=x*—-12x+36+y2 -8y + 16
© —4x+4—-4y+4=-12x+36—-8y + 16
& 4y = —8x + 44
oy=-2x+11
Assim, a reta de equagédo y = —2x + 11 € a mediatriz de [AB].
O declive desta reta € —2, pelo que um vetor diretor desta reta tera de ser colinear ao
vetor de coordenadas (1, —2), o que nos permite excluir as opgdes (A) e (C).
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Sabemos que o ponto de coordenadas (0, 11) pertence a reta, pelo que vamos analisar
em qual das opgdes (B) ou (D) tal se verifica:

(B) (0,11) = (3,4) + k(1,-2) & {0=3+k o {k=_3 - {k:—g

7
11=14-2k 2k =7 k=2
Como se obtiveram valores de k distintos, conclui-se que o ponto de coordenadas
(0,11) ndo pertence a reta definida nesta opgéo.

0=4—-k k=4 k=4
11=3+2k" {2k=8‘i’ {k:4
Como obtivemos o mesmo valor de k, conclui-se que o ponto de coordenadas (0,11)

(D) (0,11) = (4,3) + k(-1,2) & {

pertence a reta definida nesta opgao.
Assim, a opc&o que apresenta uma equacao vetorial da mediatriz do segmento de reta
[AB] é a (D).

4.2 Sabemos que, num tridngulo retangulo, o circuncentro é o ponto médio da hipotenusa
e o ortocentro coincide com o vértice do angulo reto. Assim, a reta de Euler é a reta
que passa por esses dois pontos.

Comecemos por determinar as coordenadas do ponto médio de [AC]:

(4250
2 2
Determinemos agora o declive da reta de Euler:
4-5 1
m=e_3~"3
A equacgao da reta de Euler é da forma y = —%x + b.

Como o ponto de coordenadas (3,5) pertence a reta, tem-se que:
1
5=—§><3+b=>b=6

Assim, a equacéo reduzida da reta de Euler é y = —%x + 6.

43F=A-2BC o F =(2,2)+2CB
©F=(2,2)+2(6-44-28)
& F=(2,2)+2(2-4)
S F=(02,2)+4,-38)
S F=(6,-6)

d(r0) = J(O -6)2+(0— (—6))" = V36 + 36 =72 = 6v2

5. Opcgao (A)
Na circunferéncia dos nove pontos, o centro € o ponto médio do segmento de reta definido

pelo circuncentro e pelo ortocentro.
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2+6 4+8

Assim, as coordenadas do centro sédo (T . ) = (4,6) e a equagao da circunferéncia

dos nove pontos é da forma:
(x—4)?2+(@y—6)>°=r?
Sabemos que a circunferéncia dos nove pontos passa no ponto P de coordenadas (5, 4),
logo:
G-4)2+@A-6)2=r’er?=5
Desta forma, a equagédo reduzida da circunferéncia dos nove pontos do tridangulo [EVA] é:
x—-9*+@-6)°=5

. Opcao (B)
Como um vetor diretor da reta r tem coordenadas (2,0, 0), a reta & paralela ao eixo Ox.
Além disso, como um ponto de r tem coordenadas (3, —1, 4), a reta r pode ser definida por

uma condicdo dotipoy = -1 Az = 4.

7.1 Opgao (A)
Determinemos as coordenadas do ponto A:

1=2-k & k=1 k=1

x=1+2k x=1+2x%x1 x=3
z=-1+43k z=-14+3x%x1 z=2

Logo, A = (3,1,2). Assim, uma equagédo que define o plano paralelo a yOze que

contém o ponto A é x = 3.

7.2 C é ponto da reta r, pelo que as suas coordenadas sao da forma:
(1+2k,2—-k,—1+3k)
Determinemos, assim, as coordenadas do vetor BC:
BC=C-B=(1+2k2—-k —1+3k)—(3,0,5) =
=2k—-2,2—-k3k—6)
Sabemos que ||BC|| = v26, logo:
JQk—2)2+ (2 - k)2 + Bk — 6)2 =26
e Rk—2?2+2-k?*+ Bk-6)2=26
© 4k? —8k + 4+ k? — 4k + 4+ 9k? — 36k + 36 = 26
© 14k?> — 48k +18=0
i = 8H/(a82-axiaxis

=
2X14
o k= 48136
28
ek=2 =2
28 28
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<:>k=3vk=§

Sek=3,entdoC=(1+2x3,2-3,-1+3x%x3)=(7—1,8).

Sek=§,entéoc=(1+2><§,2—§,—1+3x§)=(%§.§).

Como C tem ordenada negativa, as suas coordenadas sdo C = (7,—1,8).
Assim, a equacao reduzida da superficie esférica de centro em C, e que contém o
ponto B, é:

-7+ +1D%*+(=z—-8)?%2=26

8.1 Seja P(x,y,z) um qualquer ponto pertencente ao plano mediador de [OF].
Entao, d(0,P) = d(F, P), pelo que:
JE=02+ G —-02+(z-0)2=,/(x—-4)2+(y—5)? + (z - 6)?
©x?+y2+22 =x2-8x+16+y?— 10y + 25+ 2% — 12z + 36
< —-8x—-10y—12z+77 =0

8.2 Sabemos que o ponto E pertence ao eixo 0z e tem a mesma cota que o ponto F, pelo
que as suas coordenadas séo (0,0, 6). Como se sabe que 3AB = 40E, ent3o:
34B=4x6 < 3AB=24< AB =8
Assim, uma vez que AB = 8, a ordenada do ponto B é iguala 8 + 5 = 13.

O ponto G tem a mesma abcissa que o ponto 4, a mesma ordenada que o ponto B e

a mesma cota que o ponto E, pelo que as suas coordenadas s&o (4,13, 6).

8.3 O ponto D tem coordenadas (0, 8,6), e as coordenadas do ponto médio do segmento

de reta [AD] séo:

_(4+05+80+6\_(,13
M= (5 )‘(2'7'3)

AG=G—A=(413,6)—(4,5,0) = (0,8,6)

EB=B—E = (4,13,0) — (0,0,6) = (4,13, —6)

Logo:

#=4G —EB = (0,8,6) — (4,13, —6) = (—4,-5,12)

O vetor 7 é um vetor diretor da reta r.

Assim, uma equacgao vetorial da reta que passa no ponto M e que tem a dire¢do do
vetor 7 é:

(x,y,2) = (2,%3) +k(—4,-5,12), k € R
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