Teste de avaliagdo n.° 4

Matematica A

12.° ANO DE ESCOLARIDADE

Nome: | N.°: | Turma:

Duragao do teste: 90 minutos | Tolerancia: 10 minutos | Ano Letivo: 2025/26

Para cada resposta, identifique o item.

Utilize apenas caneta ou esferogréfica de tinta azul ou preta.

Nao € permitido o uso de corretor.

Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.

E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta.

Escreva, na folha de respostas, o numero do item e a letra que identifica a opcao
escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e
todas as justificagdes necessarias.

Quando, para um resultado, ndo € pedida a aproximacgao, apresente sempre o valor

exato.
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Maximo 77/ 4
Matematic2 AL
1. Seja E o espacgo de resultados associado a uma certa experiéncia aleatéria.

Sejam A e B dois acontecimentos de E. Sabe-se que:
2
e P(A) =
3
e P(B)=;
e P(AUB)= %

Qual é o valor de P(A N B)?

(A) - (B) - (©) - (D)

2. Um estudo sobre o turismo na cidade de Faro analisou as chegadas por via aérea e
as nacionalidades dos visitantes.
2.1. Num dia de agosto, sabe-se que:
e 75% dos turistas que visitaram Faro chegaram num voo da companhia
aérea Maximo Airlines;
« metade dos turistas que chegaram a Faro num voo da Maximo Airlines é
de nacionalidade inglesa;
e um em cada oito turistas que sao de nacionalidade inglesa, ndo chegaram
a Faro num voo da Maximo Airlines.
Determine a probabilidade de, escolhido ao acaso um turista que chegou de

avido a Faro nesse dia, ser de nacionalidade inglesa.

2.2. Num determinado voo estavam 200 passageiros, dos quais 60 eram de
nacionalidade inglesa.
No ambito de uma campanha promocional, a Maximo Airlines decidiu oferecer
8 vouchers para entrada num parque aquatico, atribuidos ao acaso a 8
passageiros desse voo.
Qual é a probabilidade de pelo menos dois vouchers terem sido atribuidos a

passageiros de nacionalidade inglesa?

140 1404 60 5 140
Cq Cg+ 69Cyx M0¢,
(A) 1- 2000, (C) 1- 200,
B) 1- 60¢,x 140¢, D) 1- 60(, x 140¢, 4 60¢,x 140¢,
200¢, 2000,
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3. Considere as sucessoes (u,) e (v,) definidas por:

_3n+2
1+3n

Un e Up = (un)n

Seja g a fungao, de dominio R\{0}, definida por:

_ {—x sex <0
9(x) = n(ex) sex>0
Qual é o valor de lim g(v,) ?
1 1 4 4
(A) es3 (B) —es3 (C) e D) 3

4. Na figura estdo representados a circunferéncia
trigonométrica, o triangulo [ABC] e areta t.
Sabe-se que:

e 0 segmento de reta [AC] é paralelo ao eixo Oy;

e 0 ponto C pertence ao €ixo Ox;
e aretat é areta tangente a circunferéncia no ponto D

de coordenadas (1, 0);
e 0 ponto A pertence a circunferéncia;
e 0 ponto B pertence a reta t e a semirreta OA.

Sejaa € ]Og[ a amplitude de um angulo orientado cujo lado origem € 0 semieixo

positivo Ox e o lado extremidade é a semirreta OA.

4.1. Mostre que a area do tridngulo [ABC] pode ser dada, em fungédo de «a, pela

expressao
2sina — sin(2a)
4

4.2. Recorrendo a processos exclusivamente analiticos, determine o valor de

aE ]Og[ para o qual a area do triangulo [ABC] é igual a area do triangulo [AOC].
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5. Seja f afungado, de dominio |—3, +o[, definida por:

e3x—2 _ er

f)=95x — 6 — x2
In(2x + 1) —In(x + 3) se x=2

se —3<x<?2

Resolva os dois itens seguintes recorrendo a métodos exclusivamente analiticos.

5.1. Estude a continuidade da funcéo f em x = 2.

5.2. Determine as equagdes das assintotas ao grafico da fungéo f paralelas aos

eixos coordenados.

5.3. Na figura seguinte, estdo representados, num referencial o. n. Oxy, parte do

grafico da fungdo f e um triangulo [0AP].

y

Sabe-se que:

e 0 ponto A tem coordenadas (6, 0);

e o ponto P é um ponto do gréafico da fungado f, de abcissa positiva maior
que 2;

e a area do triangulo [0AP] é igual a 1.

Determine, recorrendo as capacidades graficas da sua calculadora, a
abcissa do ponto P.

Apresente o valor obtido arredondado as décimas.

Na sua resposta:

e equacione o problema;

e reproduza, num referencial, o grafico da funcao visualizado na

calculadora que lhe permita resolver a equacgao.
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6. Seja f uma fungédo de dominio ]0, +oo[, duas vezes diferenciavel.
Relativamente a fungéo f, sabe-se que:

e f' é estritamente crescente em |0, +oof;

. f'(2)=3.

Considere as proposi¢des seguintes.
I. O grafico da fungéo f pode ter concavidade voltada para baixo em ]0, +oo[.

Il. No intervalo ]2, 8], a fungéo f tem um extremo relativo.

Justifique que as proposicoes I e ll sdo falsas, apresentando, para cada uma delas,

uma razao que justifique a sua falsidade.

7. Considere a,b e Rcoma > 1eb > 1, tais que Vb = a? e afungao f, real de variavel

logx+1
10e¥ —1 '

real, definida por f(x) =
Complete o texto seguinte, selecionando a opgao correta para cada espago, de
acordo com os dados apresentados.

Escreva, na folha de respostas, apenas cada um dos numeros, |, Il e lll, seguido da

opgao a), b) ou c) selecionada. A cada espaco corresponde uma s6 opgao.

O valor numérico da expressao log, b éiguala __l __ e o valor numérico da
expresséo log, a é iguala __ll

O conjunto-solugéo da condigdo f(x) >0¢é __lll

' [ i
a)% a)% a)]—oo,ln%[u]%,+oo[
b) 1 b) b) ]% +oo[
c) 4 c) 2 o) E,+oo[
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De uma certa fungdo g, de dominio R*, sabe-se que a sua derivada, g', é definida

1+Inx

por g'(x) =

X

. - . x?-3x+2
8.1. Qual dos seguintes valores corresponde ao valor do limite lim ————
x-1 g(x)-g(1)

(A) —1 (B) _1 (c) 1 (D) 2

2

—Inx

8.2. Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, mostre que g''(x) = =
e estude a fungdo g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e a

existéncia de pontos de inflexao.

Seja f uma fungao de dominio [a, 2a], com a € R*.
Sabe-se que:

e f é continua em todo o seu dominio;
o 2f(2a)<2f(a)—a
Considere a fungdo g, de dominio E,a], definida por g(x) = f(2x) — f(a) +%.

Mostre que a fungédo g tem pelo menos um zero pertencente ao intervalo ]% a[.

FIM

COTAGOES

Item

Cotacao (em pontos)

21.122. | 3. |41.14.2. |51.|52.|53.| 6. | 7. |81.|8.2.| 9. Total

10

16 | 10 |10 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 |16 | 10 | 16 | 16 | 200
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= 3 = = 3 2 7 = 3 3 7
1P(AUB):ZC)P(A)-I_P(B)_P(AnB):Z<:>E+E_P(A0B):Z P(B)—l—ﬁzﬁ

SUGESTAO DE RESOLUGAO

©-PANB)=2-= -PANB)=-~oPANB) =—
P(ANB)=P(A)—P(AnB)e P(A) —P(ANB) = —@——P(AnB)_—

@—P(AnB)zi—Zc»P(AnB)zi

Assim, P(ANB) = P(B) — P(ANB) = ——— =1
Opcéo (C)
2,
2.1. Sejam A: «Ser de nacionalidade inglesa» e B: «Chegar num voo da Maximo
Airlines»
P(B) =075 =2
1_, P@AnB) 1 _1.3 _3
P(A|B) = & ") =S;©PANB)=;x.oPANB) =
P(B|A) = g Seja P(4) = k
1 P(AnB) _ 1 2y _ 1
P(B|A)—§ ) =;©PANB)=_k
P(A) =?
A A
3 3
8 4
B “k
8
k 1

Stlk=ke3+k=8ko3=Tkeok=>

Temos assim, que P(4) ==
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a)umo 7’ :
M atemat\ca

2.2. Numero de casos possiveis:

O numero de formas de escolher 8 passageiros de entre 200 é: 2°0C,

Numero de casos favoraveis:
“Pelo menos dois” significa: 2,3, 4, 5,6,7 ou 8 passageiros ingleses.
1) Nenhum passageiro inglés:
Escolhem-se 8 passageiros entre os 140 nio ingleses: 1*°C;.
2) Exatamente um passageiro inglés:

Escolhe-se 1 entre os 60 ingleses e 7 entre os 140 n3o ingleses: °°C; x 14°¢C,.

14-OCS+ Goclx 14OC7

200¢,

Assim, temos que P =1 —

Opcéo (C)

n
limv, = lim (1+3 +1) n+2|3n+1

— lim <(1+ 1 )3n+1)3n+1 -3n—-1 1

3n+1

. n 1
= (1) M3nr1 = (el)s = Ve

limg(v,) = xlir{l/gg(x) = g(%) =In (e X ei) =In (eg) = %

Opgao (D)
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4,
4.1. A(cosa,sina), logo AC = sina e OC = cosa

Assim, temos que CD = 1 — cos a

A __ ACXCD _ sina(1-cosa)
[ABC] =~ = 5

sina — sina cosa sin(2a) .
e — sin(2a) = 2sina cos a , logo —, = sinacosa

sina — sin(2a)
2
2
2sina —sin(2a)
4

4.2. Pretende-se a € ]Og[ tal que a area do triangulo [ABC] é igual a area do tridangulo [A0C].

Tridngulo [AOC]:

0C xAC _ cosasina __ sin(2a)
2

Como OC = cosa e AC = sina entdo: Apoc) = - "

A[AB(:] _ A[Aoc] o Zsina—;in(Za) _ siniZa)

2sina — sin(2a) sin(2a) 0
4 4

& 2sina — sin(2a) — sin(2a) = 0

& 2sina — 2sin(2a) = 0

& 2sina = 2sin(2a)

& sina = sin(2a)

Sa=2a+2knV a=n—-2a+2kn, kEZL
© —a=2knV 3a=n+2kn, ke€EZ

T Zk‘l'[
(:)asznVazg

, kel

No intervalo]O,%[, sek=0:a=0V azg
sek=1:a=2nVa=1

Sek=—1:a=—21TVa=—g

- (Y

A area do tridngulo [ABC] é igual a area do triangulo [AOC], para a = g
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5.
5.1. Para f ser continua em x = 2, xling_f(x) = lirr21+f(x) =f(2)

f(2)=mMA+1)—-In(2+3)=1In(5) —In(5) =0

lim f(0) = f@) =0

. e3x—2 _ er
xll)rrzl_f(x) = lmzl_ Sr—e—a mudanca de variavel:
@30+2)-2 _ o2(y+2) y=x-2zex=y+l

= i = x—->27,y->07
vo0-5(y+2) — 6 — (y+2)2

e3y+6—2 _ e2y+4
— 1. —
yLn(}‘Sy+1O -6 —y*—4y—4
e3y+4 _ e2y+4

= lim 5 =
y—0~ y—=y

(ey _ 1) e2y+4

= lim =
y—0m  y(1-y)

i i e2y+4
= lim X lim =
y—0~ Y y—0- 1-y

e0+4 4
= X =
1 0 e

f nado é continua em x = 2.

5.2. Assintotas horizontais:

Quando x — +oo:

242 242
lim [In(2x+ 1) —In(x +3)] = lim In (ﬂ) = lim In (x( ’;)) = lim ln( +§> =nZl=n2
x—+00 x— x+3 1+

+00 xX—+o0 x(1+;) X—+o0

y =1n2 é aequagéo da assintota horizontal ao grafico de f quando x - 4+

Assintotas nao verticais:
lin;1+f(x) =0#+0 e lil’Izl f(x) = e* # +oo resultados da alinea anterior
X— X—27

x = 2 ndo é uma equacao de uma assintota vertical ao grafico da fungéo f.

e31—2 _ g2x e—11 _ o6 e—11 _ o—6

Jm o fe) = lim e =T = 30 * i

x = —3 ndo é uma equacgao de uma assintota vertical ao grafico da fungao f.

O grafico da fungéo f ndo pode ter outras assintotas verticais, porque a fungéo é continua em
1-3,2[ e em ]2, +oo].
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a)umo 7’ :
atemat"ca

5.3. Apaop) (x) = w =3|ln(2x+ 1) —In(x +3)| ,x > 2

Ax) =1

0] 2 53 X

A area do tridngulo [AOP] é igual a 1 u.a. quando o ponto P tem abcissa
aproximadamente igual a 5,3.

6. As duas proposigdes apresentadas sao falsas relativamente a fungao f, duas vezes
diferenciavel e, por isso, continua.

Uma vez que a fungéo derivada de f, f', é estritamente crescente em ]0, +oo[, entdo a
segunda derivada de f, f", € ndo negativa nesse intervalo. Assim, em ]0, +oo[, o grafico
da fungao f tem concavidade voltada para cima, o que torna a proposicao | falsa.

Para a fungao f ter um extremo relativo, maximo ou minimo, entédo a derivada da fungéo
nesse ponto sera zero. Contudo, como f' é estritamente crescente em |0, +o[ € como
f'(2) = 3, entdo podemos concluir que a derivada da fungéo f no intervalo [2, + o[ é
sempre positiva. Assim, no intervalo ]2, 8[, a fungdo f nao pode ter nenhum extremo
relativo, pois a equacgéao f'(x) = 0 ndo é possivel nesse intervalo. Desta forma, a

proposigao Il é falsa.
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1
7. Sabemos que Vb = a2, logo b = (a?)? = a* ou, por outro lado, a = (bz) = b=
Assim, temos que: log, b =log,a* =4 1-c)

1
log, a = log, b* =% Il - a)

I".D:{XER:X>O/\10€x — 17':0}: 1oex_1:0@106X21<:>ex=%<:>x:]n1_10<0

={xER:x>O/\x¢ln%}=R+

]
f(x)>0<:>1(z)gej:t1>0 Zeros:logx+1=0@10gx:_1@x:10_1(:”(:%
1
X 0 o 400
logx +1 ND - 0 +
: S=|t 40 M-b)
10e* -1 ND + + +
dogx+1 |l [ ]
10e* — 1
I-c)
Il -a)
lll - b)
8.
2_3542 x2-3x+2 . o
. X“—=35X . — B N N _
1. lim———= = lim ==L —- = x2 — 3y
8 x>19()-g(1)  xo1 I0-g) ’
3+./(-3)7—4x2
S X = P
lim(x—l)(x—z) 2
— Xx21 xX—1 — v
limZ®)-9(1)
ot xd ') 1+In1
g@= =
i 1
— lim  (x-2) _
g’
172 _
==
=—1
Opgao (C)
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1+1 1+1 !
—= tem-se g"(x) = ( - ") .

8.2. Dado g'(x) =

1
(})Xx—(l"‘lnx))(l:1—(1+lnx)= In x

x2 x2 x2

g"(x) =

Como x € R*, tem-se x2? > 0, pelo que o sinal de g (x) é o sinal de —In x.
e Sel0<x<1l,enttolnx<0=>-lnx>0=g"(x) > 0.
Logo, o grafico de g tem concavidade voltada para cima em ]0,1].
e Sex>1l,entiolnx>0=>-lnx< 0= g"(x) <0.

Logo, o grafico de g tem concavidade voltada para baixo em [1, +o[.

Como g"(1) = _1r11_21 =0 e g" muda de sinal em x = 1, o grafico de g tem um ponto de

inflexdo com abcissa 1, isto €, no ponto de coordenadas (1, g(1)).

9. A fungéo g é continua em [%'a].

g(g)=f(2?a)—f(a)+%=f(a)—f(a)+%=%>O,poisaER+.

g(a) = f2a) — f(a) +
Como 2f(2a) < 2f(a) —a , entdo f(2a) < f(a) —%

g(a@) =f(2a)—f(a)+%<f(a)—%—f(a)+%=—%+%=—§<O,poisaE]R+.
Logo, g(a) Xg(g) < 0.

Como a fungdo g é continua em E a] egla)xg (%) < 0, entdo, pelo corolario do
Teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se que a fungéo g tem pelo menos um zero

pertencente ao intervalo ]g a[.
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