Avaliacao - Itens para testes de avaliagcao

]
Matematica A| 12.° Ano rGIZ

Propostas de Resolucao
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s ()= (1) —4x(-1)+1)=e* (1+4+1)=6e"
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Limite notavel

Assim, 6e* =—6 < e* =—1, que é uma equacio impossivel em R, pelo que nio existe k¥ de modo que

a fungdo g seja continuaem x=-1.

1£4(-1)" —4x1x(-2)
2x1

i) x*—x-2=0x=

& x=-1v x=2.Logo, ¥’ —x—-2=(x+1)(x-2).
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1.3 Para k=-1e xe|-1,+o[, tem-se g(x)ze‘)‘(x2 —4x+1).

Tem-se:

!

. g'(x)z(e‘x) (x2 —4x+1)+e‘x (x2 —4x+1)’ =—e" (x2 —4x+1)+e'x (2x—4)=

=e (- +dx—1)+e " (2x—4)=e " (—x +4x—1+2x—4)=¢ " (—x" + 6x-5)

—6+.,[6% —4x(=1)x(=5
. g'(x)=0<:>e’x(—x2+6x—5):0<:> e =0 v —x2+6x-5=0<x= \/ 5 (X(l) )X( )c>
Impossivel em R =

—_6+ —_6— _
6_\/E®x: 6-4 ~ _—6+4

Sx=5 v x=1

Fazendo um quadro de sinal de g’ e relacionando com a monotonia de g :

X -1 1 5 +©
e ” n.d. + + + + +
—x’+6x-5 n.d. — 0 + 0 —
g'(x) n.d. — 0 + 0 —
Monotonia e
extremos de g n.d \' min. /' max. \‘

Portanto, para k=-1¢e x€ ] —1,+00[, a fungdo g é decrescente em ]—1,1] e em [5,+00[ e é crescente

em [1,5]. Tem minimo relativo em x =1 e maximo relativo em x=5.

2. Tem-se, log; (g} =log; (\/@) —log, (Sa") =log, (\/57) - (10g5 (5)+log, (ax )) =

3x
=log5(57)—(l+xlog5a) = 3_x_1_xxx=_x2+3_x_1

logsa=x

Resposta: A
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3. Pretende-se mostrar que existe pelo menos um ¢ € ]1,3[ tal que (g° /)(c¢)=(f xg)(c), de uma forma

0.

equivalente, que existe pelo menos um c € |1,3[ tal que (g= f)(c)—(/xg)(c)

Seja &, afuncio definida em [1,3] por h(x) = (g ° f)(x) - (f X g)(x) . Vamos mostrar que a fungido # tem

pelo menos um zero em ]1,3[ .

Tem-se:

= afuncdo % é continua em [1,3] por ser o produto, a composicdo e a diferenca entre fungdes continuas

no seu dominio;
(1) =(2= )1~/ x2)(1)=&(/ (1)~ / (1)x 2(1) = 2(3)~3xlog; (1) =log (3) ~3x0=1-0=1

h(1)>0;
" h(3)=(g°)(3)~(fx2)(3)=2(/(3)) -/ (3)x2(3) =log(f(3)) -/ (3)xlog; (3) =
=log; (/(3))-/ (3)x1=log; (/(3)) -/ (3)

Como 0< f(3)<1, entdo log,(/(3))<0, pelo que log, (/(3))-f(3)<0.

%/—J
<0 >0

= h(3)<0,

Logo, como /(1) e h(3) tém sinais contrérios (= 4(1)x/(3)<0), e como & é continua em [1,3], pelo
corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, a funcdo % tem pelo menos um zero em ]1,3[ , OU seja, existe

pelo menos um c € |1,3[ tal que 4(c)=(g = f)(c)—(/xg)(c)=0, pelo que a equacdo dada é possivel em

J1,3[.

4.1 No inicio do movimento a distancia da esfera ao chdo é dada por:

87 x0

d(0)=3+3,5¢ " sen( j=3+3,5e° sen(0)=3+3,5x1x0=3+0=3

Como a distancia do centro da esfera ao chdo no inicio do movimento € igual a 3,5 cm, a medida do

comprimento do raio da esfera é igual a 3,5—d (0) =3,5-3=0,5cm.

Portanto, em centimetros cibicos, a medida do volume da esfera é igual a:

esfera

3
=§7T><I”al'03=g72'><(0,5)3=%72'><(1}=4 | _4r_=7
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Resposta: A

4.2 Sabemos que, durante o terceiro segundo de movimento, existem dois instantes, ¢, e t,, tais que,

passados trés segundos e meio apds cada um, a distancia da bola ao solo diminui 15%.

Tem-se que d (t) é a distancia da bola ao solo num certo instante ¢ e que d (t +3, 5) é a distancia da bola

ao solo trés segundos e meio ap0s o instante ¢.
Assim, pretende-se terminar os instantes ¢ € [3,4] tais que:
d(t+3,5)=d(t)-0,15d (1)< d(1+3,5)=0,85d (¢)

Utilizando o editor de funcdo da calculadora grafica, definem-se as funcdes ylzd(t+3,5) e

v, =0,85d(1):

£2(x)=0.85- f1(x)

£30x)=f1(x+2.5)

2,559, 3.255}\

(2.246,2.5)

g

Portanto, d(1+3,5)=0,85d(t)<t=t, v t=t,,emque ,~2,2 e 1, ~2,6.
Nota: foi usada a calculadora grafica TI n-spire, em que f; (x)=3+3,5¢ **"* sen(%j :

5.1 Afungdo f é continuaem R", por ser o produto e a diferenga entre fungdes continuas no seu

dominio, pelo que, se o seu grafico tiver assintota vertical, s6 podera serem x=0.

o . o (1Y (1 (1
Assim, xlil})l* f(x)legg(x2 1nx—2) y:l:\:l yll)l’}r’lw [;] 1n[;]—2 = ylirilw(y(—lny)—%:
<\’~>O;Y:>)'—)':1‘

=2 lim Y - oy fim ™Y tim e 2 0x Lo 24 0x0=2
y—>+0 y y—>+o0 y y—>+o y —+ 00
%/_/

Limite notavel

Logo, como lim f(x) é finito, o grafico de f n&o tem assintota vertical em x=0, e, portanto, ndo tem

x—>0"

assintotas verticais.
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5.2 0 dominio de validade da equacdo é R".

Tem-se f(x)+x’=2Inx< x’Inx-2+x> =2Inx < ¥’ Inx+x’ =2Inx+2 <
o x'(Inx+1)=2(Inx+1) e x* (Inx+1)-2(Inx+1)=0
& (Inx+1)(x* -2)=0x+1=0 v ¥’ -2=0

1
oShx=-1v x*=2cx=¢' v x=i\/§<:>x=— VvV x=—+2 Vv x=\/§
e

Como -2 ¢ R* 1 eR*e v/2 € R", o conjunto-solucio da equacio é {l,\/f}
e e

5.3 Tem-se:

. f’(x)z(x2 lnx—2)l =(x2)/ lnx+x2(lnx)’ —0=2xInx+x" x%=2xlnx+x

. f"(x)=(2xlnx+x)' =(2x1nx)l +x' =(2x)’ 1nx+2x(lnx)’ +1=21nx+2/x%+1=21nx+3

3

. f”(x):0<:>21nx+3:0<:>21nx:—3<:>lnxz—%@x:e 2

Fazendo um quadro de sinal de f” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico de f :

3
X 0 o2 T
f"(x) n.d. — 0 +
Grafico de f n.d. M p.i. W

3

O graficode f tem a concavidade voltada para baixo em } 0,e 2 ] e tem a concavidade voltada para cima

3 3
em [e 2 ,+oo[ . Tem ponto de inflexdo em x=e 2, cuja ordenada é:

3 -3
. ~ ~ - e
Portanto, as coordenadas do ponto de inflexdo sao {e 2 — 5 - 2].
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6. Tem-se que lim rd =—

1
) @) BRG] e i)

X—a x a

Tem-se h'(x)= (cos2 (2x) - 2), =2c0s(2x)x (cos(2x)), —0=2cos(2x)x(-2)xsen(2x)=

=—2x 2sen(2x)cos(2x) = —2SCI’1(4X)

=sen(2x2x)

Logo, lim rd 1 ! = !
0, 1 —(h(x)—h(a)) h’(a) —2sen(4a) 2sen(4a)'
Resposta: B
7.1 Como existe llilgg(x) entdo lim g(x)z}irg g(x) (0eD,).
sen(xz) [%j sen(xz) sen(xz) (2x)2 X2
. limg(x)z lirn?_—2 = lim — = lim X —— X ==
0 =0 1—cos’(2x) x>0 sen’(2x) x>0 x sen’ (2x) (2x)
%Z,T/
=sen”(2x
2 2 ([)xao)
= lim Sen(zx )x 1im£ 2 J x limi = lim =2 x L 1
sv e (sen(2) ) w4 ey (]
z—>0" z
=1><l><l=l.
274 4
| 2t f(x) Im(20)+ lim f(x) 2x0+ lim f(x)  lim f(x)
- lim g(x)= lim = - = = .
0" x>0 x+2 hr(1)1+(x+2) 0+2 2

Como f édiferenciavel em R, entdo é diferencidvel em x =0, 0 que implicaque f écontinuaem x=0

, pelo que lirg{ F(x)=7(0).

lim f(x
Logo, lim g(x)= 20 ( ): ng) e, portanto, @zi@f@):%@f(o):

x—=>0 2

N | —

7.2 Como a func¢do f é diferenciavel em R, o que implica que também o é em x=1, e como tem um

extremo relativo igual a 2 no ponto de abcissa 1, entdo f'(l) =0e f(l) =2.

Seja ¢ aretatangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1. Assim, o declive dareta ¢ é dado por g’(l)

e o ponto de coordenadas (1,g(1)) pertence ao grafico de g.
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Assim, g'(x):(h:fz(x)J _ (2x+ f(x)) (x+(i)+—2()22x+f(x))(x+2) _

(2+f'(x))(x+2)—(2x+f(x))><1 (2+f’(x))(x+2)—2x—f(x)

(x+2)2 (x+2)2

2+ f(1))(1+2)-2x1— f(1 -2- -
Logo, o declive da reta ¢ é igual a g’(l)z( +f())( +2)-2x f()=(2+0)X3 2-2_6 422’

(1+2)° 3 9 9

pelo que a equagdo reduzida dareta ¢ é da forma y = %x +b.

2x1+ f(1) _2+2

Como g(1)= 2 3 zg,substituindoascoordenadas (l,g(l)) na equagdo de ¢:
J’_
i=z><1+b<:>b=£—z<:>b=E
3 9 39 9
T A —zx+E
R

8. Na figura seguinte, o segmento de reta [CD] é a altura do tridngulo [ABC] em relacdo ao lado [AB].

Pretende-se, entdo, mostrar que: \

CD =12senx—16sen’ x

Tem-se que a amplitude do angulo BAC é
7 —2x—x=m—-3x, pelo que a amplitude do

angulo CAD é:w—(m—-3x)=m—-7+3x=3x

Logo sen(3x)= C:TD & CD =4sen(3x).

Portanto, CD = 4sen(3x) = 4sen(2x+ x) = 4(sen(2x)cosx +sen xcos(Zx)) =

3x=2x+x

=4 2senxcosxcosx+sen){cos2 x —sen’ xB =4[2senxcos2 X +senx(1 —2sen’ x)]

2 )
=l-sen” x =l-sen” x

:4(2senx(1 —sen’ x)+senx—25¢n3 x) :4(2senx—2sen3 X +senx—2sen’ x)

=4(3senx—4sen3 x) =12senx—16sen’ x
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9.Tem-se que D={xeR:x+3>0 A 6-2x>0 A x>0}={xeR:x>-3 A x<3 A x>0}=]0,3[.

Neste dominio, tem-se:
1

log, (x+3)>log, (6 —2x)—log, (\/;) < log, (x+3)>log, (6 —2x)—log, (xi) =S

< log, (x+3)=>log,(6- 2x)—%10g2

x>0

10g4

}g/f

< log, (x+3)=log, (6—2x)-

i) 10g42=10g4(\/1)=10g4(4%)= <;)>10g4 (x+3) > 10g4(6—2x)—log4x

2
< log, (x+3)+log, x >log, (6 —2x)
< log, (x(x+3))2log, (6 -2x)
<X’ +3x>6-2x
S X +5x-620
Calculo auxiliar: ¥ +5x— 620 xa o2V A0 o

2x1

O gréfico da fungdo definida por y =x” +5x -6 é uma parabola com a concavidade voltada para cima:

Logo, x* +5x—6>0< x<-6 v x>1, pelo que o conjunto solugdo da inequagio dada é:

(]_oo,—6]u[1,+oo[)m]0,3[=[1,3[
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10. A fungdo g é continua em [—1,+oo[ , pelo que é continua em x =k e, portanto,

lim g(x) = lim g(x) = g(k)

x>k x—k*

x—k* x—k*
. g(k) =k
ST N LT im (402
© lim g(x)= lim = = fim—X=k __ot x—k - _ 17 y -
x—k ok sen(k—x) ok sen(k—x) lim sen (k —x) Logoo ks (B)ey  lim sen(~)
x—k Xk~ x—k x—k =y—>0 0" y
, Y
lim Y€ The =k gy "i;erlim Ke'-1)
- 0" y—0" Vo
N y _ Y hxlim ST e kx1=—1-k
M im0 -1 oY
é impar y—0~ y Limite notavel

[ —

Limite notavel
1
Logo, —1—k=k<:>—1=2k<:>k=—§ .

11. Tem-se que:

’

1
. h'(x):(senzx—2cosx) =2senx(senx) +2senx =2senxcosx+2senx =sen (2x)+2sen x
%,—/

scn(;’,\‘)
- W'(x)= (sen(2x) + ZSenx)' = (2x)’ cos(2x)+2cosx =2cos(2x)+2cosx

= h"(x)=0<2cos(2x)+2cosx =0 < Zcos(2x):—Zcosxc)cos(Zx):—cosx<:>

cos(7+x)
< cos(2x)=cos(z+x) = 2x=n+x+2kn v 2x=—(7+x)+2kn, kel
Sx=n+2kr v 2x=—-nm—-x+2kn, kel S x=n+2krn v 3x=n+2kr, ke

Sx=n+2kr v x=%+2k7ﬂ, kel
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Assim:

T
sek=0->x=7 v x==—; ﬁE[O,ﬁ}ege[O,ﬁ:}
3 2 3 2

sek=1>x=37 v x=rm; 3”%[0,%}67[6[0737”}

5x
"sek=2—>x= vV ox=—3; 5—”%[0,3—”}
— 373 2
ssek=-1l>x=—7 v x=——; —7[%[0,1} e—EE[O,%ﬂ}

- T
Portanto, os zeros de %" sdo 3 er.

Outra maneira de resolver a equacgio h"(x) =0:

h"(x)=0<:> 2005(2x)+2005x=0 © cos(2x)+cosx =0 < cos’ x—sen’ x+cosx =0 <
+2

2 2 I—cos” x
cos” x—sen” x

<:>coszx—(l—coszx)+cosx=0<:>coszx—1+cos2x+cosx=0

—1+,/1? —4><2><(—1)
2x1

< 2cos’ x+cosx—1=0< cosx =

1
<cosx=—-1 v cosxzz

Sx=x+2kr v x=§+2k7z vV x=—%+2k7z,keZ
Assim:

T T
"sek=0—>x=7 v xX=— Vv x=——; ne[O,Lﬂ]
3 3 2

Wy
1
=

‘w
B
| |
@
|
WY
wn
1
N
)
D[y
| |

T Sx
"sek=1>x=37 v x=— Vv x=—; 37re[0,3—”]7—ﬂ¢[0,3—”}e5—”¢[0,3—”}
3 3 2 3 2 3 2

Sx
sek=-1->x=—7 v xX=—"— Vv ;—ﬂé[o,z:‘e—s—ﬂe[o,z}
3 — 2 3 2

. T
Portanto, os zeros de %" sdo 3 er.
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Elaborando um quadro de sinal de %" e relacionando com o sentido das concavidades do grafico de #,

vem.:
3
X 0 ? T 7
" (x) + + 0 - 0 - -
Grafico de
) U pi N N

Nota: /"(0)=2cos(0)+2cos(0)=2x1+2x1=4=4"(0)>0; A" %J - 2cos(z)+2cos[%j =2x(~1)+2x0=-2= h{%] <0

; /7"[%7} =2cos(37) +2cos[37ﬂ-] =2x(-1)+2x0=-2= h”(%rj <0

- . . 3 :
Logo, o grafico de # tem a concavidade voltada para baixo em [%,Tﬁ} , tem a concavidade voltada para

. A ;. . ~ T
Clma em O,E e tem um unico ponto de inflexdo em x = ; .

1
—1=—Z, as coordenadas do ponto de inflexdo

(@)
S
o
>
I/
[N
~
I
w2
o
=]
(3]

I
~
|
e}

o
o)
w2
—
WY
NI
Il
N
|G
~
|
e}

N | —
I
AW

12. Consideremos a seguinte figura, em que F' é o ponto de intersecao do lado [AD] com o eixo Ox .

— = - c
A area do trapézio [ ABCD] é dada por AD+BC wF
D
— — JE— — — — \
Como AD =2AF , BC=2BE e EF =1-0OF , tem-se que:
AD+BC YAF +2BE il B 12
Ape) = X EF === == x(1-O0F = AN !
:(ﬁ+ﬁ)(l—ﬁ) A
B

As coordenadas do ponto 4 sdo (cosa,sena), com cosa >0 e sena <0, e as do ponto B sdo (1,tga),

com tga <0. Assim, Fz—sena, B_Ez—tga e OF =cosa e, portanto:
A ssen) =(F+B_E)(I—O_F)=(—sena—tga)(l—cosa)=—sena+senacosa—tga+tgacosa=
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sen(2a)
f—/%

2
=—sena+w—tga+ sena XM=M+M—tga+W
2 cosa 2

_ sen(22a) g

Logo, lim f (u,) = f(hmun):f(e’%) =1n(e’%): 2k

f é continua em R

Portanto, limf(un)=1—k<:>—%=1—k©—2?+k=1<:>§=1<:>k=3.

Resposta: C

: : : n . n e
14. Tem-se que limw, =lim(In(n)—In(n+1))= hm(ln(nJrlD =ln(hmn+1j KHI}/”EI\ ln(l )=0 .

<1, VneN
n+l

Logo, lim(1—w, )=1-limw, =1-0" =1", pelo que lim(l—w,l)zlglf(x)=2.

Resposta: D
15.

(I) Areta de equacdo y+3=2x é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 2, pelo que o ponto de

coordenadas (2,f(2)) pertence a esta reta.
Assim, f(2)+3=2x2& f(2)=4-3< f(2)=1.
Como f é diferenciavel em R, entdo também é continua em R e, portanto, também é continua em

x=2,pelo que iiggf(x):f(Z):l.

Logo, limg(x) =lim(e* (£ (x)+1)) =lime** xlim(f (x) +1) = > x(liir%f(x)+1) =’ x(1+1)=2.

x—2 x—2 x—2

~ A afirmacdo (I) é falsa.
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(IT) Como f é diferenciavel em R e 1 é um minimo absoluto de f”, f'(x) >1,paratodoo xe R, o0 que

implica que f’(x) >0, paratodoo xR, pelo que f écrescenteem R.
~ A afirmacdo (II) é falsa.

(III) Como lim (f(x) - 2x) =0, areta de equacdo y=2x é assintota obliqua ao grafico de 1, quando

x tende para —o, pelo que lim M =2.

X—>—0 X

x—2 1
Portanto, lim ix) = lim M = lim ¢ * x lim M =e” x{ lim M+ lim l} =

X—>—0 X X—>—0 X X—>—0 X—>—0 X

_0x| 24— |2 0x(240)=0
2+ )-0x(2+0)

—00

Logo, como lim M =0, se o grafico de g tiver assintota, quando x tende para —oo, serd horizontal,

X—>—0 X

pelo que ndo pode ter assintota obliqua, quando x tende para —oo.

~ A afirmacdo (I1I) é falsa.

FIM
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