Avaliacao - Itens para testes de avaliagcao

]
MatematicaA|11.° Ano rulz

Propostas de resolucao

1.1 Como o numero tem de ser impar, o algarismo das unidades tem de ser impar, pelo que para esta
posicdo temos 5 possibilidades. Como o primeiro algarismo ndo pode ser o 0, restam trés posi¢cdes para

. i . s 3 . .~
colocar os dois zeros, o nimero de maneiras de o fazer é "C,. Finalmente, sobram duas posi¢des que

tém de ser ocupadas por dois algarismos distintos entre si, distintos de 0 e do algarismo que foi colocado
na posicdo das unidades. Assim, dos restantes oito algarismos, escolhem-se, ordenadamente, dois para

.~ 7 . s 8
as duas posi¢des que sobram. O numero de maneiras de o fazer é "4, .

Logo, aresposta é 5x °C, x *4, =840.
Resposta: A

1.2 Para formarmos um nimero de cinco algarismos, temos de escolher cinco entre os dez algarismos
disponiveis e, em seguida, distribuir os cinco algarismos pelas cinco posices. Contudo, se queremos que
os algarismos fiquem por ordem crescente ou decrescente, depois de os escolher, hd apenas uma
maneira de os distribuir para cada um dos casos (crescente ou decrescente). Por exemplo, se
escolhermos os algarismos 1, 4, 6, 7 e 9, forma-se o nimero 14 679, no caso de ficarem por ordem

crescente, e forma-se o nimero 97 641, no caso de ficarem por ordem decrescente.
Assim:

: 9 . . . . ~ .
- existem ~C; numeros de cinco algarismos em que os algarismos estdo dispostos por ordem crescente.

0 algarismo 0 ndo pode ser escolhido, dado que como queremos que os algarismos fiquem por ordem
crescente, o 0 teria de ir para a primeira posicdo, pelo que o niimero nao teria cinco algarismos, mas
sim quatro. Portanto, dos restantes nove algarismos escolhem-se cinco, havendo apenas uma maneira

. . . . . 9 9 ’ s~
de os distribuir, ou seja, existem "C; x1="C; niimeros nestas condi¢des;

. 10 , . . . ~ .
- existem ~C; numeros de cinco algarismos em que os algarismos estdo dispostos por ordem
decrescente. Dos dez algarismos escolhem-se cinco, havendo apenas uma maneira de os distribuir, ou

: : 10 10 7 s~
seja, existem C; x1= "C; nimeros nestas condigdes.

. 9 10 7 . . . ~ .
Logo, existem "C; + "C; =378 numeros de cinco algarismos em que os seus algarismos estdo dispostos

por ordem crescente ou por ordem decrescente.
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2.1 Agrupando os dois vasos num bloco, este bloco e as restantes dezasseis pecas perfazem dezassete
pecas a permutar. Dado que os vasos sdo iguais, permutando os dois dentro do bloco ndo gera uma nova
disposicido, pelo que a resposta ao problema é 17!.

—00r—00—00—00—00—0O0—00—0O0—00—00—0 0——0 0—0 0——0 O—0 0—0

J

17!'x1x1=17!

2.2 Existem dezassete pecas distintas (os dois vasos sdo iguais, pelo que consideramos apenas um para
formar um conjunto de seis pecas distintas). Assim, das dezassete pecas escolhem-se seis. O nimero de

. s 1
maneiras de o fazer é ''C,.

Portanto, existem ''C, =12 376 maneiras distintas de escolher seis pecas distintas para a exposicao.

2.3 Comecamos por escolher a fila horizontal onde se vio colocar os dois vasos. O nimero de maneiras
, 4 . . 6 . . . .
de o fazer é "C, =4. Para cada uma destas maneiras, existem "C, maneiras distintas de escolher dois

compartimentos, entre os seis da fila horizontal escolhida, para os dois vasos. Finalmente, como na fila
onde ficam os vasos ndo podem estar outras pecas, dos restantes dezoito compartimentos escolhem-se,

ordenadamente, dezasseis para colocar as restantes pegas. O nimero de maneiras de o fazer é *4,, .
Logo, uma expressdo que permite determinar o niimero de disposi¢des possiveis é 4x °C, x '*4,,.

3.Sejam n o nimero de cartas vermelhas em cima da mesa e p o numero de cartas pretas em cima da

mesa (7 e p naturais).
Tem-se:

= 0 nimero de maneiras de formar um conjunto de duas cartas vermelhas entre as n é dado por "C,.

-1 !
Logo,”C2=45<:>n—!=45<:>n(n )M=45<:>n(n—1)=90<:>n2—n—90=0<:>
2i(n-2)! 2(n-7)!

Como neN,vem que n=10, pelo que foram colocadas em cima da mesa dez cartas vermelhas.

= agrupando num bloco as dez cartas vermelhas e agrupando num outro bloco as p cartas pretas, vem:

10! p!

J

10 9 8 7 6 5 4 3 2 IIIp p-1 o o o 1

. ~

21x10!xp!
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Os dois blocos permutam entre si de 2! maneiras distintas. Para cada uma destas maneiras, as dez cartas
vermelhas permutam entre si de 10! maneiras distintas e as p cartas pretas permutam entre si de p!

maneiras distintas. Portanto, o nimero de maneiras de colocar as cartas em fila de modo que as cartas
da mesma cor fiquem em posi¢des consecutivas é dado por 2!x10!x p!.

174182 400

Logo, 21x101x pl=174 182 400 < p!
8 P P o

S pl=24 p=4

.. Em cima da mesa foram colocadas catorze cartas, dez vermelhas e quatro pretas.

4. Vamos comegar por contar todos os casos em que 0s onze amigos se colocam numa sé fila, com a Inés,
a Sofia e a Maria em posi¢coes consecutivas. Para tal, agrupamos as trés num bloco. Esse bloco e os
restantes oito amigos permutam entre si de 9! maneiras distintas. Dentro do bloco, as trés permutam
entre si de 3! maneiras distintas:

51 1 D

~/

91531

Em seguida, retiramos todos os casos em que 0s onze amigos se colocam numa sé fila, com a Inés, a Sofia
e a Maria em posi¢coes consecutivas, assim como o Pedro o Jodo em posi¢des consecutivas. Para tal,
agrupamos a Inés, a Sofia e a Maria num bloco e também agrupamos o Pedro e o Jodo num outro bloco.
Esses dois blocos e os restantes seis amigos permutam entre si de 8! maneiras distintas. Dentro do bloco
das raparigas, as trés permutam entre si de 3! maneiras distintas e dentro do bloco dos rapazes, os dois
permutam entre si de 2! maneiras distintas:

BTN ) EY K

81x31x2!

Logo, a resposta a este problema é 9! x3! —8!x3!x2!=1693440.

Outra resolucdao: Comecemos por agrupar num bloco a Inés, a Sofia e a Maria. Como o Pedro e o Jodo
ndo podem ficar juntos, entdo tém de ocupar duas das oito posicoes entre os restantes seis amigos e o
bloco, ou nas pontas. Essas posicdes que podem ser ocupadas pelo Pedro e pelo Jodo estdo assinaladas
com as setas verdes na figura seguinte:

11 D

-
"

71x3!1x% 4,
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Assim, o bloco e os restantes seis amigos permutam entre si de 7! maneiras distintas. Dentro do bloco,
as trés raparigas permutam entre si de 3! maneiras distintas. Finalmente, das oito posicdes que o Pedro

e 0 Jodo podem ocupar, escolhem-se, ordenadamente, duas. O nimero de maneiras de o fazer é 8Az.

Portanto, a resposta ao problema é 7!x3!x *4, =1 693 440.

Resposta: A

5.1 Para determinar o nimero de grupos que é possivel formar nas condi¢des do enunciado, temos de
considerar dois casos disjuntos:

- 0 grupo tem uma pessoa do sexo masculino e trés do sexo feminino: *C, x °C, (das trés pessoas do

. 3 - A9
sexo masculino escolhe-se uma, "C,, e das nove do sexo feminino escolhem-se trés, "C, );

- 0 grupo tem duas pessoas do sexo masculino e duas do sexo feminino: *C, x ’C, (das trés pessoas do

. 3 i 9
sexo masculino escolhem-se duas, "C,, e das nove do sexo feminino escolhem-se duas, "C, ).

Logo, o nuimero de grupos que ¢é possivel formar nas condicbes do enunciado é
’C,x°Cy+7°C,x°C, =360

5.2 Vamos comecar por escolher os membros que irdo desempenhar os cargos. Para tal, vamos
considerar dois casos disjuntos:

- irdo desempenhar os cargos uma pessoa do sexo masculino e duas do sexo feminino: *C, x °C, x 3!
(das trés pessoas do sexo masculino escolhe-se uma, 3C1 , e das nove do sexo feminino escolhem-se duas,

9 . A . A p .
C, . Finalmente, permutam-se os trés membros escolhidos pelos trés cargos, o nimero de maneiras de

o fazer é 3!);

. o~ . . . 3 9
* irdo desempenhar os cargos duas pessoas do sexo masculino e uma do sexo feminino: °C, x "C, x3!
(das trés pessoas do sexo masculino escolhem-se duas, 3Cz, e das nove do sexo feminino escolhe-se uma,

9 . N . A p .
C, . Finalmente, permutam-se os trés membros escolhidos pelos trés cargos, o nimero de maneiras de

o fazer é 3!);

Assim, para desempenhar os cargos, temos *C, x "C, x3!+ °C, x °C, x3! possibilidades distintas. Para

cada uma destas maneiras, falta contabilizar o nimero de maneiras de escolher os restantes membros
da comissdo. Portanto, dos restantes nove membros, escolhem-se quatro. Como os quatro irdo

. . . 7 . 7 9
desempenhar tarefas indiferenciadas, o nimero de maneiras de os escolher é "C, .

Logo, a resposta a este problema é (3C1 x°C, x31+°C, x °C, x 3!) x °C, =102060.
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6. Vamos comecar por considerar dois casos:

Numeros naturais entre 19999 e 50000, excluindo estes, com todos os algarismos pares: 2 x 5*

Para o algarismo da primeira posi¢do (dezenas de milhares) temos duas possibilidades, 2 ou 4. Para cada um dos
restantes quatro algarismos temos cinco possibilidades, 0, 2, 4, 6 ou 8.

Ntimeros naturais entre 19999 e 50000, excluindo estes, com todos inferioresa 8: 3x8*

Para o algarismo da primeira posi¢do (dezenas de milhares) temos trés possibilidades, 2, 3 ou 4. Para cada um dos
restantes quatro algarismos temos oito possibilidades, 0, 1, 2,3, 4,5, 6 ou 7.

No entanto, estes dois casos nao sdo disjuntos, pelo que temos de retirar os casos comuns, isto é, os casos
em todos os algarismos sdo pares e inferiores a 8 : 2x4*

Para o algarismo da primeira posi¢do (dezenas de milhares) temos duas possibilidades, 2 ou 4. Para cada um dos
restantes quatro algarismos temos quatro possibilidades, 0, 2, 4,0u 6.

Logo, pelo principio da inclusdo-excluso, o niimero pedido é 2x5* +3x8* —2x4* =13026.

7.1 Para escolher dois dos onze pontos assinalados que definam uma reta paralela ao plano xOy, temos
de escolher dois dos seis pontos assinalados na face [EFHG] ou dois dos quatro pontos assinalados na

face [ABCD]. Assim, o nimero pedido é °C, + *C, =21.

7.2 Para que escolher trés dos onze pontos assinalados que definam um plano que contenha a aresta
[BC], temos de escolher:

* trés pontos da face [ABCD] -, 0 numero de maneiras de o fazer é 4C3 ;

= tés pontos do retangulo [BCEF] -, 0 nimero de maneiras de o fazer é *C;;

» trés pontos da face [BCHG]- o nimero de maneiras de o fazer é °C,. No entanto, entre estas escolhas,
ha duas que nio definem um plano, por serem escolhas com de pontos nio colineares: C, P e G; B,

P e H .Logo, para este caso, temos C, —2 possibilidades.

Portanto, o niimero pedido é ‘C, +* C, + °C, -2 =16.
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8. 12x4!x "'C, x ° 4,

/As bolas de futebol podem ser colocadas de 12 maneiras distintas, ocupando as posi¢des 1 a 4,ou 2 a 5,ou3 a6, ou\
4a7,ou5a8,ou6a9,0ou7ald,ou8 all,ou9 al2,ould al3,oulla 14,ou 12 al15.Paracada uma
destas maneiras, as bolas de futebol permutam entre si de 4! maneiras distintas. Das onze posi¢des restantes,

escolhem-se cinco para as cinco bolas de ténis, que sdo indistinguiveis; o niimero de maneiras de o fazer é ''C;.

Finalmente, para cada uma destas maneiras, existem °4, formas distintas de escolher, ordenadamente, trés posices

\entre as restantes seis para as trés bolas de basquetebol. /

9.1 upy =2x(=1)"" =2x20=2x(~1)" —40=2x(-1)-40=-2-40=—42

9.2 2><(—1)"+1 s6 toma dois valores, —2 se n é impar e 2 se n é par. Assim, como —2rn < -2, para todo

oneN", 2x (—1)"+1 —2n<0 paratodo o neN", pelo que a sucessio (un) nao tem termos positivos.

2_57” =—4 © 2-5Sn=—4(n+7)©2-5n=—4n-28 S -Sn+4n=-28-2&
n+ n+/#

VneN™

101 u, =—4 <

< -n=-30n=30
Logo, —4 ¢é o termo de ordem 30 da sucessdo (u, ).

10.2 Tem-se que:

2-5x1 -
. w2=8u1—w1=8xi—a= ><—3—a=—3—a;
1+7 £

2-5x2 - 4
= Wy =8u, —w, =8xi—(—3—a)=8x—8+3+a=—6—+3+a=—£+a.
2+7 9 9 9
55 37 55 55 37 18
Logo, como w, =——, tem-sew, =—— S ——+a=———Sa=——+—Sa=——a=-2
9 9 9 9 9 9 9
Resposta: A
11.1 Como (u, ) é uma progressdo aritmética, e sendo » a sua razdo, tem-se:
+ A T +
“12+”13+u14+“15+u16:Mx5 - U % el %x5=u8 uZOxS = E><5=g
2 lll,/lzzzlt’/x tir’ 2 2 ug +py =11 2 2
Resposta: C
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11.2 Sendo r arazdo da progressdo aritmética (un ) , tem-se que:
" ug=u, —4r=5-4r;

" Uy, =U, +8r=5+8r.

: 1
Assim, como ug +u,, =11, vem que u, +u,, =11 < 5—4r+5+8r=11<:>4r=1<:>r=z.
ug=5-4r
1y =5+8r

Portanto, o termo geral de (u, ) é dado por

un=u12+(n—12)><r=5+(n—12)><i=5+%n_3=in+2

12.Seja r arazdo da progressdo geométrica (w, ).

Assim, para todo o n€N", tem-se w,,, =w, x7°, pelo que:

n+3

Wn+3

+Wn=0<:>Wn><r3+wn=0<:>W,,(”3+1)=0<:>Wn=0 v P +1=0

Como w, #0, VneN",vemque w,=0 v " +1=0r =—lcr=-1=r=-1,
H/_J

Impossivel

Logo, a soma dos 2026 primeiros termos de (wn) ¢é dada por:

1_ 2026 1_ _1 2026 1_1
d ( ) x—=w;x0=0

T T ) R

=
X

|
=
Il
=

Resposta: B

13. Seja r arazdo da progressdo geométrica (u, ).

Assim, u; =u, x 7’ <:>l=3><r3<:>r3=i<:>r=3i<:>r=l.Logo,como 0<L<1,asomade todos os
9 27 27 3 3

termos da progressdo geométrica (u,) é finita.

_ 1 N .
Tem-se que u, =u, xr, ou seja, 3=y, x; < u, =9, pelo que a soma dos n primeiros termos de (u,) é

1- 1 " I-| = "
3 3) 27 1Y 1Y X .
dada por 9x ] =9x 5 :7X 1- 3) | Como 3 tende para 0, a medida que » toma
1-= =
3 3

N . . 27
valores tdo grandes quanto se queira, a soma de todos os termos de (un) é > X (1 - 0) =—.
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14.1 Seja r arazdo da progressdo aritmética (u, ).
Assim, ug =u, +6r, pelo que u, =u, +12< 1 = yf +6r+12< —6r=12r=-2.
14.2

~ . ~ - N v
a) A sucessdo (v,) é uma progressdo geométrica de razdo 3 se =3, VneN.
v

n

Tem-se que v, = 3" = 3 ”_ — 3 ; :3u,,+3n )
7 (my

Dado que (u,) é uma progressdo aritmética de razido -2, entdo u,,, —u, =—2, VneN.

v 3u,,+1+3(n+1)

i 3-u,— —u,+3 _

ASSlm, —ntl W — 3”n+1+%+ u,~An — 3Mn+1 u,+ — 3 243 _ 3.
v n

n

—u=-2 \
U, —u,=—2, VneN

Logo, a sucessao (vn) é uma progressio geométrica de razdo 3.

o . 1-3" —59048
b) A soma dos dez primeiros termos de (v, ) é dada por v, x e 29524v,.

Logo, 29524y, =118096 < v, = 118096 v =4.
29524

"4
Portanto, o termo geral de (v, ) é dado por v, =v; x3"" =4x 3? =3 3". Como a razio da progressio

geométrica (v,) é 3 e 3>1, e como v, =4>0, a sucessdo é crescente.

. 3n :
15. A soma dos n primeiros termos de (un) é dada por n” + > paratodo o neN", ou seja:

3n
u +u, +..+u, =n"+—,paratodoo neN*
2

Logo:

3x1 3
+ — =

) 5 o
=y =1 5 1+ 5 = 5 (a soma, para n =1, corresponde ao primeiro termo);

2
3x = §+u2=4+3<:>u2=7—%<:>u2=%.

- _ "2
u +u, =2"+

u :E
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. ~ e 9 7 4
Assim, sendo  arazdo da progressdo aritmética (un ) ,tem-se r=u, —u, = 5 _E = 5 =2,

1
Portanto, u, =u, +(n—1)><r:§+(n—1)x2:§+2n—2:2n+—.
Outra resolucao:

o . 3n .
A soma dos n primeiros termos de (un) é dada por n” + > paratodo o neN, ou seja:

3n
u +u, +..+u, =n" +— , paratodoo neN

, 3n u +tu, 3 u +u, 2n+3 u, +u,
Logo, n +?= 5 Xn < n+5 xn:Txn<:> 3 XNn= 5 xn, pelo que:

u1+u”:2n+3<:>u1+u1+r(n—1):2n+3<:>2ul+rn—r:2n+3

Sendo 2u, —r constante, tem-se:

2u,—r=3 2u,—-2=3 u]=2

Portanto, u, =u, +(n—1)><r=§+(n—1)x2=%+2n—2=2n+%.

FIM
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