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Matematica A
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.° Turma:

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opg¢ao correta. Escreva na folha de
respostas o numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificagdes necessarias. Quando para um resultado ndo € pedida a aproximacgao,

apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (a —amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema
Area de um setor circular:

ar?

- (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area lateral de um cone: tr g (r — raio da base; g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 4 mr? (r — raio)

. 1 e
Volume de uma piramide: 3 X Area da base X Altura
1 -
Volume de um cone: 3 X Area da base x Altura

4 .
Volume de uma esfera: - r3(r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,,):

uq + uUn

Progressao aritmética: —Xn

n

o g = 1-r
Progressao geometrlca: Uy X 1

Trigonometria

sen(a + b) = sena cosb +senb cosa

cos(a+b) =cosa cosb —sena senb

Complexos

(peie)n — pn eine

O+2km

Vpe® =3/pe n (k € {0,..,n—1}en €N)
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Regras de derivagao

u+v) =u + v

uv) =uvv+uv

(u)’ uv—uv

v v?

W' = nu*tu'(n € R)
(senu)' = u'cosu

(cosu)' = —u'senu

!

tgu)' =
(tg) cos?u

e")' =u'e*
(av)' = u' a*Ina (a € R* \{1})

!

(nw)’ = —
nu —u

r

(logaw)' = (a€ R*\{1})

ulna

Limites notaveis

lim(1+%)n=e (n eN)

senx

x-0 X
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1. A soma dos trés primeiros elementos de uma dada linha do tridngulo de Pascal é 121.
Escolhem-se, ao acaso, dois elementos dessa linha.

Qual é a probabilidade de esses dois elementos serem iguais?

(A) — B) - © = D) —

10

2. Seja E, conjunto finito, 0 espago amostral associado a uma experiéncia aleatéria, e sejam A e B
dois acontecimentos (A c E e B C E).
Sabe-se que:
e A e B sao acontecimentos equiprovaveis;
e P(B) = 0,4;
e« P(ANB)=0,3.
Determine o valor de P(4 |B) .

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

3. Na figura estao representados, num referencial o.n. Oxy, uma circunferéncia centrada na origem

e de raio 2, e o trapézio [ABCO]. vt

Sabe-se que: \
C B

e 0s pontos A e B pertencem a reta de equagao x = 2;

* o0 ponto 4 tem ordenada nula; ™\

v

e 0 ponto C, situado no segundo quadrante, pertence

a circunferéncia;

e areta BC é paralela ao eixo das abcissas;
e 0 angulo de amplitude a tem por lado origem o semieixo positivo das abcissas e por lado
extremidade a semirreta OC ((x € ]%n[)
3.1 Mostre que a area do trapézio [0ABC] é dada, em fungéo de a, por:
A(a) = 4sena—sen(2a)
3.2 Para um determinado valor de o tem-se que sen a = %

Determine o valor exato de A (oc - %)
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. Seja g a fungio, de dominio R, definida por g(x) = (x? + 4x + 1)e™*.
Sem recorrer a calculadora, estude a fungéo g quanto a monotonia e a existéncia de extremos
relativos, e determine, caso existam, esses extremos.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

Seja f uma fungéo, de dominio R, definida por f(x) = 2a + e*, em que a e b sdo nUmeros reais.
Sabendo que o grafico da fungéo f contém os pontos de coordenadas (1, 8) e (2, 20), indique em

qual das seguintes opgdes se encontram os valores de a e de b.

(A) a=4eb=In2 (B)a=In2eb=4 (C)a=2eb=In4 (D)a =In4eb =2

. Considere a fungao h, de dominio R, definida por:

sex <0
2x
h(x) = -2 sex=20
In(x? +1)+x?>-2
sex >0
x+1

Resolva os itens seguintes sem recorrer a calculadora.
6.1 Averigue se a fungao h é continua em x = 0.
6.2 Mostre que a reta de equagao y = x — 1 é assintota obliqua ao grafico da fungdo h quando

X — 0o,

. Para certos valoresdeaede b (a >1eb > 1), tem-se log, (%2) = 3.

Qual ¢ o valor de log,(Va5b*)?

(A) 5 B) & © (D)2

. Determine, sem recorrer a calculadora, os numeros reais que séo solugcédo da equagao:
e*In(5—-x) — 4In(9—2x) =4In(5—x) — e*In(9 — 2x)

ASL\ Teste N.° 4 de Matematica A+ 12.° Ano Dominio 12 | Daniela Raposo e Luzia Gomes
Com a colaboragéo de Daniela Breda



9. Seja f uma fungéo, de dominio R*, definida por f(x) = x? — 4 + 2Inx.
Qual das seguintes afirmacgdes é verdadeira?
(A) A fungdo f é estritamente decrescente em R™.
(B) O grafico da fungao f ndo tem pontos de inflexao.
(C) O grafico da fungao f tem a concavidade voltada para baixo em todo o seu dominio.

(D) O grafico da fungado f tem um ponto de inflexdo de coordenadas (1,f(1)).

10. Considere a fungdo f, de dominio R, definida por f(x) = e* + 12e™*.
10.1 Qual é o declive da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa In 4?
(A) 1 (B) 4 (C)7 (D) 10

10.2 Resolva este item sem recorrer a calculadora, exceto em eventuais calculos numéricos.
Considere, em referencial o.n. Oxy, a representacdo grafica da fungéo f e o trapézio
retdngulo [OCAB], tal que:

e 0 ponto A é o ponto de intersegdo, com maior abcissa, do grafico de f com a reta de
equacédo y = 7;

e 0 ponto B é o ponto de interse¢ao do grafico de f com o eixo 0y;

e 0 ponto C é a projecao ortogonal de A sobre o eixo Ox.

Determine a area do trapézio [OCAB].

Apresente o resultado na forma Ina, com a > 0.

FIM

COTAGOES

Item

Cotagéo (em pontos)
1. | 2. (31|32 | 4. | 5 (61 62| 7. | 8 | 9. | 101 | 10.2 TOTAL
10 | 18 | 18 | 18 | 20 | 10 | 20 | 18 | 10 | 20 | 10 10 18 200
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TESTE N.° 4 — Proposta de resolugao

1. Opc¢ao (D)
Os trés primeiros elementos de uma linha do tridngulo de Pascal sdo 1, n e "C,.

Sabemos que a sua soma € igual a 121.

Assim:
ne o _ n! _
1+n+"C, =121 1+n+(n_2)!2!— 121
n(n-1)(n-2)!
C?Tl+“—7;:5izr—'— 120
nn-1) _

eon+ > =120

e 2n+nn—1) =240

on’+n—-240=0

—1+,/12=4x1x(-240)
2x1

-1+31
2

on=-16 vn=15

en=

eon=

n € um numero natural, logo n = 15.

A linha n = 15 tem 16 elementos, logo ha °C, = 120 formas distintas de escolher, ao acaso, dois
elementos dessa linha, o que corresponde ao numero de casos possiveis.

Numa linha com 16 elementos, existem oito pares de numeros iguais. Assim, o numero de casos

favoraveis é oito.

Desta forma, a probabilidade pedida é .
120 15

2. P(AIB) =% ggf) Calculos auxiliares
e A e B sao acontecimentos equiprovaveis, logo P(A) = P(B);
= PAIB) =2, « P(B)=P(ANB)+P(ANB) & P(B) - P(ANB) = P(AN B);
@P(AIB):E e P(ANB)= 03 P(AUB)= 03
4 ©1-P(AUB)= 03
< P(AUB)= 07
& P(A)+P(B)-P(ANB) =07
©04+PANB)=07
& P(ANB) =03
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BC+0A —=
> X AB

31 Aloapc] =
A(2,0),B(2,2sena) e C(2 cos a,2 sen a)

Assim:

2—2cosa+ 2
2

© A(x) =(4—2cosa) Xsena

A(a) = X 2sena

< A(x) =4 sena— 2sena X cos a

< A(a) = 4sena—sen(2a)

3.2 A(a-3) =4sen(a—%)—sen(2(°“%))

=4sen(a—%)—sen(20(——

3
—a (BB (25 V3
_4(3+6) ( 9 18)_
W3, 4 2E ¥
T3 6 9 18
_ 253 8
T 18 9
_ 25V3+16v5
- 18

4. g'(x) = ((x* + 4x + 1)e_x)’ =

1'[)=

Calculos auxiliares

2
2
. sen2a+cosza=1@(§) +cos?a=1

4
@cosza=1—;

5
9

& cos? a=

5
Scosa=+ 5

5 5
S cosa= —§Vcosa=§
5
o€ ]%,T[[, logocosa = —g

s s s
L4 sen(o&—?)=senaxcos?—cosa><sen?=

V5

_V3

2 3 6

T 37 2

3

Sl (D)

e sen (20( - %) = sen(2a) X cos% — cos (20) X sen— =

3

M5 1 1 V3_ 25 B
T 9 2 972 9 18
2 5 NG
o sen(20()=25enaxcosa=2x?x(—§)= %_

e cos(2a) = cos?a — sen?a = (_ g)z - (%)2 -

©|wn
|
o |

=@ +4x+1) xe*+ @2 +4x+ 1) x(e7¥) =

=2x+4)xe ™+ (x*+4x+1) x(—e™*) =

=e¥*x(2x+4—x*>—4x—1) =

=e ¥ x(—x?—-2x+3)
gx)=0oe*x(—x2-2x+3)=0

e *=0

|
Equagdo impossivel em R

_ —(24/(=2)4x(=Dx3

2x(-1)

(=14

=X
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SX=—
-2
ox=-3Vvx=1
X —0o -3 1 +oo
e + + + + + 1
2 X
—x*—=2x+3 - 0 + 0 - ~
3 1T _Xx
Sinal de g’ — 0 + 0 -
Variagdo de g \ Min. 7 Max. \

g é estritamente decrescente em |—co0, —3] e em [1, +oo].
g € estritamente crescente em [—3,1].

9(=3) = ((=3)?+4 x (=3) + 1)e ) = —2¢3

g =(1%?+4x1+1)e t=6e?

g apresenta minimo relativo —2e3 em x = —3 e maximo relativo 6e~*em x = 1.

5. Opcao (C)
Os pontos de coordenadas (1, 8) e (2, 20) pertencem ao grafico de f, logo f(1) = 8 e f(2) = 20.
Assim,
2a+eP =8 2a=8-¢?
=) =3 { =3 {
2a+e2b=20 8—€b+€2b=20 €2b—€b—12=0
‘:’{ b —(-D +J(-D?-axix(-12) < {eb _1+7 SyeP=4v el =-3
e = 2x1 2 Equagido impossivel em R
2a = 8 — eln* 2a=8-—4 a=2
b=1In4 b=1In4 b =1In4
6.
6.1 h é continua em x = 0 se existir limO h(x), ou seja, se h(0) = ling_ h(x) = ling+ h(x).
x—= x— x—
h(0) = -2
. o e 3X_eg¥
xli%l— h(X) - xli>n(}— 2x -
= lim &Y
x—0~ 2x
— lim —2e¥(e **-1) _
x—0~ —4x
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—4x

lim (—2e*) x lim *¥—— =
x—0~ x—0~ —4x

—4x_q

—2xe% lim
x—0~ —4x

Considerando a mudanga de variavel y = —4x; x - 0~ = y - 0%, tem-se:
eY—-1

—2X% lim =
y—0t Y

N——
limite notavel

=-2X1=

= -2

: . In(x%+1)+x2-2
lim h(x) = lim In(et+1) P2 _
x—0t x—0t x+1

__In(02+1)+0%-2
- 0+1 -
_ In(1)-2 _
=0—-2=
=-2
Como h(0) = lin(}_ h(x) = 1i1’I(‘)l+ h(x) = —2, logo h é continua em x = 0.
x— x—
6.2 A reta de equagdo y = x — 1 é assintota obliqua ao grafico da fungdo h quando x — +o se
xl_lgloo(h(x) —(x—- 1)) =0.

Assim:

Jim (h() - (r— 1) = lim <M ~ (- 1)) =

xX—+00 x+1

. In(x2+1) + x% — 2 — (x—1)(x+1
= lim ( ) G-D(t1)
x—+00 x+1

. In(x2+1) +x2 -2 -x%2+1
= lim =
X—+00 x+1
. In(x?+1) -1
= lim Q =
x—+00 x+1

~ lim ln(x2(1 +xi2)) -1 _
x—+00 x+1
In(x?) + ln(l +xi2)—1

= lim =
x—+00 x+1

1
) 2lnx +In(1+=) -1
= lim (1452) =
“ x—+00 x+1

x>0

1
. Inx . In(1+>) -1
=2 lim + lim ¥=
x—+ooX+1 x—4o0 x+1

2 1i lnTx ln(1++%o) -1
= 1m =
xX—+00 x+1 + +oo+1

X
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lim 10X In(1+0) - 1
— 2 X X—+00 X

im(147) +oo

Comoxlirlloo(h(x) —(x - 1)) = 0, prova-se que a reta de equacdo y = x — 1 € assintota obliqua ao

grafico da fungao h quando x — + .

7. Opc¢ao (C)
loga( ) =3 ©log,(a?) —log,(b) =3

—log,(b) =3
< log,(b) = -1

eb=a!

log,(Va®h*) = log, (J/a¥(a 1)) = log,(Va®a ™) = log,(va) = ;
log, (Va5b*) = log, (Va5 x /b*) =
— loge (V&) + loga (V5

= log, (az ) + log, ( %)

= % + 2log,(b) =

5

)=

=?+2X(—1) =
=2 _9=
2
-1
T2
8. D={xeER:5—x>0A9—-2x>0}= ]—00,%[ Calculo auxiliar
9 5—-x>0A9—-2x>0

Em]—oo,?[: (:»x<5/\x<%
e*In(5 —x) —4In(9 — 2x) = 4In(5 — x) — e*In(9 — 2x) ox<

s e*In(5—x)+e*In(9—-2x) =4In(9 — 2x) + 4In(5 — x)
< e*(In(5—-x)+1In(9—-2x)) =4(In(5 —x) +In(9 — 2x) )
Se*(InG—x)+In(9-2x))—4(In(5—x)+In(9—-2x)) =0
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& (In(5—x)+In(9 —2x))(e*—4)=0
oIn((5—-x)(9-2x)(e*—-4)=0
©In((5-x)(9-2x))=0ve*—4=0
& (5-x)9-2x)=eve*=4
©45-10x —9x + 2x2 =1vx =In4
© 2x2—19x+ 44 =0V x = In4

_ cC19 21T —exxad .

2X2

=X

_19+3

S x = V x = In4

(:>x=4Vx=%Vx=ln4

C.S. ={In4,4}

9. Opcao (D)
f'(x) = (x2—4+21nx)’=2x+2><%=2x+%
D} = R*

vx € R*,2x + % > 0. Logo, a fungéo f é estritamente crescente em R*, o que invalida a opgéo (A).

7 _ 2 ”_ _i_sz—Z
f (x)—(2x+x) =2 gl
1 2x2-2

f'"x)=0e —— =0

& 2x2-2=0Ax€eR'
o x?=1Ax€eR'

©x=—-1vx=1)AxeR?"

eox=1
X 0 1 +
2x% =2 n.d. - 0 +
x n.d. + + +
Sinal de " n.d. - 0 +
Sentido das’ poncawdades do nd. A Pl U
grafico de f

Assim, o grafico de f tem concavidade voltada para baixo em ]0, 1] e concavidade voltada para
cima em [1, +oo[. Apresenta ponto de inflexdo de coordenadas (1, f(1)). Desta forma, a opgao

correta é a (D).

Agt\ Teste N.° 4 de Matematica A + 12.° Ano Dominio 12 | Daniela Raposo e Luzia Gomes
Com a colaboragao de Daniela Breda



10.
10.1 Opgao (A)
f'(x) = (e*+12e7™*) =e* —12e7*
f'(n4) =em* — 1274 =4 —12¢M) =4 —12x471=4-3=1
10.2 Comecemos por determinar as coordenadas do ponto A:
fx) =7 e*+12e7™* =
& e —7e¥+12=0

—
eX*#0 VxeER
o eX = —(=7)+J(=7)2—-4x1x12
- 2x1
7+1
=er=

Se*=3ve*=4
©x=In3vx=In4
Como o ponto A é o ponto de intersegdo do grafico de f com a reta de equagcéo y = 7 com
maior abcissa, tem-se que A tem coordenadas (In4,7) .
Determinemos, agora, as coordenadas do ponto B:
f(O)=e%+12e°=1+12=13
O ponto B tem coordenadas (0, 13).

O ponto C é a projecao ortogonal de A sobre o eixo Ox, logo as suas coordenadas sao (In4, 0).

Assim, a area do trapézio [0CAB] € dada por o8 ;'AC x OC e, portanto, Ajocag] = 132+7 XIn4 =
=10In4 = In(4'°) =In1 048 576.
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