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Teste de avaliagao n.° 3
Matematica A
12.° ANO DE ESCOLARIDADE
Nome: | N.o: | Turma:
Duragao do teste: 90 minutos | Tolerancia: 10 minutos | Ano Letivo: 2025/26

Para cada resposta, identifique o item.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor.

Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.

E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a opgéao correta.

Escreva, na folha de respostas, o numero do item e a letra que identifica a opgao
escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e
todas as justificagbes necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagao, apresente sempre o valor

exato.
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1. Considere trés sacos, A, B e C, contendo bolas de diferentes cores:
e Saco A: 6 bolas vermelhas e 4 bolas azuis, indistinguiveis entre si.
e Saco B: 5 bolas brancas, 3 bolas pretas e 2 bolas verdes, indistinguiveis entre si.
o Saco C: 4 bolas amarelas, numeradas de 1 a 4, 3 bolas azuis indistinguiveis e 2

bolas vermelhas indistinguiveis.

Em cada saco, retiram-se todas as bolas, uma a uma, colocando-as em fila pela ordem

de saida.

Complete o texto seguinte, selecionando a opgéo correta para cada espago, de acordo
com os dados apresentados na tabela.
Escreva, na folha de respostas, apenas cada um dos numeros, I, Il e 1, seguido da opcéo,

a), b) ou c), selecionada. A cada espacgo corresponde uma s6 opgao.

O numero de sequéncias diferentes que é possivel formar ao retirar todas as bolas do:

e sacoAé 1,
e sacoBé | -
e sacoCé 1]
| I ]}
a) 10! a) 513121 a) 9A4 x 5C3
10!
b) °C, b) e b) °A, x °C,
10 10!
c) "4 ) oo c) %A, X 4% °Cy
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2. Num campeonato de desporto escolar, consideram-se os acontecimentos sobre a
equipa de uma escola:
e A:"aequipa vence 0 jogo”;
e B:“aequipajoga em casa’.

Sabe-se que, para um numero natural n, com n > 2, verifica-se que:

¢ P =1
« P(B)=7
« P(ANB)="2

2.1. Sabe-se que a equipa ja venceu pelo menos um jogo em casa € que 0S
acontecimentos A e B nao sao independentes.
Qual dos seguintes valores pode ser o valor de n?
(A) n=2 (B) n=4 (C) n=6 (D) n=38

2.2. Considere agora que n = 5.
Determine a probabilidade de a equipa vencer o jogo, sabendo que n&o joga em
casa.
Apresente o resultado na forma de dizima.

3. Numa plataforma educativa baseada em Inteligéncia Artificial, os alunos podem aceder
a varias funcionalidades, entre as quais:
e um assistente de IA para resolver exercicios;
e um modo de explicagdes tedricas passo a passo.
Relativamente aos alunos que utilizam a plataforma, sabe-se que:
e 60% utilizam o assistente de IA para resolver exercicios;
e 25% utilizam o modo de explicagdes tedricas e ndo utilizam o assistente de IA;
« metade dos alunos que utilizam o modo de explicagdes tedricas utiliza também o

assistente de IA.

Selecionou-se, ao acaso, um aluno da plataforma que nao utiliza o modo de explicagcdes
tedricas.

Determine a probabilidade de esse aluno utilizar o assistente de IA para resolver
exercicios.

Apresente o resultado na forma de dizima.
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4. Na figura encontra-se representada, em referencial 0. n. Oxy, a circunferéncia de centro

O eospontosA,Pe.

Sabe-se que:
e 0s pontos A, P e Q pertencem a circunferéncia;
e 0 ponto A tem coordenadas (1, 0);

e 0 angulo AOP tem amplitude «;
e a pertence ao intervalo ]Og[

e 0 angulo A0Q tem amplitude —2«a ;

e aabcissadopontoP é k.

Qual das seguintes expressdes representa a abcissa do ponto @, em fungao de k?

(A) k (B) 2Kk*-1 (C) 2k (D) 1 - 2k?
2

| 5 4



l!?' .i
X\mo i y 4

M temat\c

5. Considere a funcgéao f definida em R por:

sin(3x) /1
+xsm(—> se x<0
X X

A N
1+x

se x=0

Resolva os itens 5.1. e 5.2. sem recorrer a calculadora.

5.1. Averigue se a fungéo f é continuaem x = 0.

5.2. Mostre que o eixo Ox é uma assintota ao grafico de f quando x — +4oo.

6. De uma funcgao f, sabe-se que:
e ¢ continua em [1,2];
e f(H=1
e f(2)=3.

Para qual das seguintes fung¢des existe necessariamente um zero em |1, 2[?

(A) fGo) —x B f®-2 (€ f® (D) f(x)+x

X

7. Seja f uma fungédo duas vezes diferenciavel de dominio R.
Sabe-se que:
e lim f(x) =0;
x—0

e f"(x)>sin(x)+m, Vx € R.

Considere as seguintes proposi¢cdes acerca do grafico da fungéo —f.
l. Areta de equagado x = 0 € uma assintota vertical ao seu grafico.

Il. O seu grafico tem concavidade voltada para cima em R.

Justifique que as proposicdes | e Il sdo falsas.
Na sua resposta, apresente, para cada uma das proposigdes, uma raz&do que justifique

a sua falsidade.

| 5 5
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8. Considere a funcéao f definida por

f(x) = cos (2x)

Seja t a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa x = a, sabendo que:

 aelo]

~ | &

® COS a=

Qual é o declive da reta perpendicular a reta t?

(A) _g (B)

<| %

(C) —v3 (D) V3

9. Considere a fungao f definida em [0, [ por

f(x) = cos(x) + sin(x)

Estude a fungao f, no intervalo [0, t[, quanto ao sentido das concavidades do seu

grafico e quanto a existéncia de pontos de inflex&o.

Na sua resposta, apresente:
o(s) intervalo(s) em que o grafico da fungéo f tem concavidade voltada para baixo;
* 0(s) intervalo(s) em que o grafico da fungéo f tem concavidade voltada para cima;

* as coordenadas dos pontos de inflexdo do grafico da fungéo f.

10. Seja k € R e considere a fungao f;, definida em R por:
fi(x) = cos(x + k) — cos (x — k)

Determine os valores reais de k para os quais a fungéo f; é par.

' Porto
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No desenvolvimento de um simulador de realidade virtual num jogo, estdo a ser

testados dois modelos de capsulas, A e B, que se deslocam verticalmente de forma

periddica, simulando movimentos oscilatérios.

A altura da capsula A relativamente ao chao, em metros, ao fim de t segundos é
dada por
h,(t) = 1,8sin (0,8t) + 1,2cos (0,8t) + 4, com 0 <t < 20
A altura da capsula B relativamente ao chdo, em metros, ao fim de t segundos &
dada por:
hg(t) = 2sin (0,2t) + 3,com 0 <t < 20

Determine, recorrendo a calculadora grafica, os instantes t, em segundos, em que a
altura da capsula A, dois segundos antes, era igual a metade da altura da capsula B

nesse instante.
Apresente os resultados arredondados as centésimas.

Na sua resposta deve:
e apresentar uma equacao que lhe permita resolver o problema;
e reproduzir, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungcao(des) visualizado(s)
na calculadora que Ihe permita(m) resolver a equacgao;

e apresentar as abcissas do(s) ponto(s) relevante(s) arredondadas as

milésimas.

FIM

COTAGOES

Item

Cotacao (em pontos)

1.

21. ] 2.2. | 3. 4. | 51.|52.| 6. 7. 8. 9. | 10. | 11. | Total

15

10 | 15 | 20 | 10 | 20 | 20 | 10 | 15 | 10 | 20 | 15 | 20 200
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SUGESTAO DE RESOLUGAO

1.

I. Como as bolas da mesma cor sao indistinguiveis, dos 10 lugares da fila queremos

escolher 4 para as bolas azuis, no interessando a ordem: '°C, . As vermelhas ficam nas

posicdes que sobram.

I. Depois de distribuir as 5 bolas brancas pelas 10 posigdes, de '°C; maneiras distintas,

para cada uma dessas sequéncias, ainda é preciso distribuir as 3 bolas pretas pelas 5

posicdes que sobram: °

C; . As restantes, as bolas verdes, ficam nas posi¢cdes que
sobram.
Assim, como para cada uma das °C; formas de distribuir as bolas brancas, existem
>C, maneiras de distribuir as bolas pretas, no total, existem

10! 5! 10!
T 55173120 513121
sequéncias diferentes possiveis.

¢ x ¢,

lll. Como as 4 bolas amarelas s3o diferentes, ha °4, formas diferentes de as dispor de
forma diferente numa fila de 9 bolas — agora ja interessa a ordem. Para cada uma destas
disposicoes, ha 563 formas de escolher a posicao para as 3 bolas azuis que sao
indistinguiveis. As vermelhas ficam nas posi¢gdes que sobram.

Existem assim °4, x °C; sequéncias diferentes para as bolas do saco C.
l. b)

Il. ¢)
lll. a)
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Como a equipa ja ganhou pelo menos um jogo em casa, P(ANn B) > 0, logo, nl—_oz > 0, ou

seja, n > 2, 0 que exclui a opgao n = 2.

Para A e B serem independentes,

n—2 n 1
=—X=—-<20n—40=10n © 20n—10n =40

P(ANB) =P(A) X P(B) & ——=77%7

S 1n=40n=4

Como os acontecimentos A e B nao sao independentes, entdo n # 4.
Sen=8,P(ANB) = % = 0,6 > P(B) = 0,5, 0 que é impossivel.

Por excluséo de partes, conclui-se que n = 6.

Verificagoes:

« P(ANB)="Z=04%0

e 04=P(ANB)< P(A)=06e04=P(ANB)< P(B)=10,5
e P(ANB)=04

6 1
P(A) XP(B) :EXEZ 0,3

logo, P(AN B) # P(A) X P(B), ou seja, A e B ndo sao independentes.

Opcao (C).
22.n=5
P(A) = 1_50 =05 P(B)=05eP(ANB) = % —-03
P(Alg)_P(Aﬂb_’)_P(A)—P(AnB)_0,5—0,3_0,2_04
-~ p(B)  1-PB)  1-05 05
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Editora 9



3.
A: “utiliza o assistente de |IA”

E: “utiliza o modo de explicacdes tedricas”

P(A) =0,6

P(EnA) =025

P(A|E) = 0,5

Quer-se determinar P(A|E) = %.

P(A)=1-06=04

P(EnA)=0,4-025=0,15

P(ANE)
P(E)

Designando P(E) por k, quer-se que:

k = 0,5k + 0,25 0,5k = 0,25 © k = 0,5

P(AIE) = 0,5 &

Assim:

P(E)=10,5
P(E)=1-0,5=0,5
P(ANE)=05x05=0,25
P(ANE)=10,6-0,25=0,35

Logo,
P(ANE) 035

P(A|E) = R =07

4. Abcissa do ponto P: cos(a) = k
Abcissa do ponto Q: cos(—2a) = cos(2a)

Quer-se determinar cos(2a) sabendo que cos(a) =k
cos(2a) = 2cos?(a) —1=2k* -1

Opcao (B).

P

=05 P(ANE)=0,5P(E)

Maximo
M atema'“ca

374
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5.1.

Para f ser continua em x = 0, temos de ter:
f(0) = lim f(x) = lim f(x)
x—0" x-0%

Vv1+0-1 -0

e f(0)= hm f(x) =
¢ lim £GO = lim (S‘““’”Hsin (1)) = Jim =22+ Jim (xsin (7)) =

x—-0" X
sin(y) + lim sin(z) _ y=3x 0 1
Y50 X Zotw 7 y zZ= ; - 400
3 X = § 1
__sin(y) = sin(z2) =z
= 3 lim + lim —— = ‘
y—-0~ y Z—+o Z
—1<sin(z) <1,Vx€ER
=3><1+0=3 1 SlI'l(Z)
——=< <-,VxeR
z z z
Como quando z — +oo, —§—> Oe
Como lim f(x) # f(0), f ndo é continua em x = 0.
x—-0" 1 sin(z)
——>0 entao, llrp —==0
Z—+00 z

5.2.

\/1+x—1_1. Vi+x—-1_  (VI+x-1)(V1+x+1)
T+x  xoiw 1+x  xote (1+0)(WItx+1)

Jm f(x) = lim

1+x-1 X
= lim = lim =
ot (14 x)(VI+x+1) o (1+x)(VI+x+1)

X X 1
= i X lim ———— = i X lim
oo T+ X xoto T L xt 1 xohox  xodoT gt x4l
1 1 1
=1X lim =

xotoT+x+1 VI+oo+1 +o

Logo, a reta de equacgao y = 0, ou seja, o eixo Ox, é assintota horizontal ao grafico de f

quando x — +oo.
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6.

Como f é continua em [1,2], todas as fung¢des dadas sdo continuas em [1, 2].

(A) g(x) = f(x) —x
gD =f1)-1=1-1=0
g2)=f(2)—2=3-2=1>0

Existe um zero em x = 1, mas nao é possivel garantir que exista em |1, 2[.

(B) g(x) = f(x) — 2
gD =f1)-2=1-2=-1<0
g2 =f(2)-2=3-2=1>0

(C) g(x) =&

_f@ 1
g(l)—T—I—1>O

@ 3
9@)==m=7>0

(D) g(x) =f(x) +x
gD=fD+1=14+41=2>0
g2 =f2)+2=342=5>0

Assim, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, apenas se garante a existéncia de um zero em

11, 2[ para a fungéao definida por f(x) — 2.

Opcao (B).

| 12
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7.
|

xlir(r)li(—f(x)) = _xli%li f(x) =0€R,

logo x = 0 ndo é a equagao de uma assintota vertical ao grafico de —f.

Il

Como sin(x) = —1, Vx € R, tem-se que:

f'"(x)>sin(x)+m=>-14+m1>0,Vx €R

Logo, como (—f)"(x) = —f"(x) <0, Vx € R, o grafico de —f tem a concavidade voltada

para baixo em R.

e f'(x) = (cos(2x))’ = —2sin(2x)
e Comoac ]Og[ ecos a = ? tem-se que a = g .

o Odeclivedaretaté f'(a) = f' (%) = ~2sin(2xZ) = ~2sin (%) = -2 x 2 = -3

e O declive da reta perpendicular a reta t é o simétrico do seu inverso, ou seja:

1 1 43

e

Opcao (B).

' Porto
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f'(x) = (cos(x) + sin(x))" = (cos(x))" + (sin(x))’ = —sin(x) + cos(x)
f"(x) = (—sin(x) + cos(x))’ = (—sin(x))" + (cos(x))’ = — cos(x) — sin(x)

f"(x) =0 —cos(x) —sin(x) = 0 & cos(x) = —sin(x) & cos(x) = sin(—x) &

Tr Tr Tr
(:)cos(x)=cos(§+x)(:>x=5+x+2kn Y x=—§—x+2kn,kEZ S

i T
<:>2x=—§+2kn,kEZ <=>x=—Z+th,kEZ

Sek=0,x=—§e[o,n[

Sek=1,x=—g+n

Sek=2,x=—g+2n=

=%"e [0, [

Ze o]

T 51
Sek——l,x——z—n——ref[O,n[

X 0 B—H T
f" — 0 + N.D.
f N P.l. N.D.

O gréfico de f tem concavidade voltada para baixo em [O, %ﬂ] e concavidade voltada

. 31
para cima em [T’T[['

31 31

O ponto de coordenadas (%",f(—)) = (—, 0) € o

4 4

unico ponto de inflexao do grafico de f.

Porto
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10.

fie(x) = cos(x + k) — cos(x — k) =
= cos(x) cos(k) — sin(x) sin(k) — cos(x) cos(k) — sin(x) sin(k) =
= —2sin(x) sin(k)

Quer-se que fi(—x) = fi,(x),Vx € R.
fi(—x) = fi,(x) & —2sin(—x) sin(k) = 2 sin(x) sin(k) &
& 2sin(x) sin(k) — 2 sin(x) sin(k) = 0 © 4sin(x) sin(k) =0

Como a igualdade se deve verificar paratodo o x € R e afungdo y = sin(x) néo é a fungao
nula, tem-se necessariamente:

sinfk) =0 k=nm,n€Z
Assim, f; é parse e sO se k = nm,n € Z.
Alternativa de resposta:

A fungao f; € par se e so se Vx € Dy, , fi(—x) = fi(x).
fi(—=x) = fr(x) & cos(—x + k) — cos(—x — k) = cos(x + k) — cos(x — k)
S cos(—(x — k)) — cos(—(x + k)) = cos(x + k) — cos(x — k)
& cos(x — k) — cos(x + k) = cos(x + k) — cos(x — k) cos(—a) = cos(a)
< 2cos(x — k) = 2cos(x + k)
& cos(x — k) = cos(x + k)
Sx—k=x+k+2nnt V x—k=—x—-k+2kn,n€Z
& -2k=2nm V 2x=2nm,n€ZL
Sk=nn V x=nn,n€l’

Sk=nn ,n€l fi € par Vx € Dy,
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11. Quer-se resolver a equacao Quer-se que:

flA(t—Z?ﬁO,5hB(f),em [2,20]. t—2>0t>2
Y Y
V1 Y2

v

O 2 6,194 8,160 X

Os instantes em que a altura da capsula A, dois segundos antes, era igual a metade
da altura da capsula B nesse instante sao:
t; = 6,19 segundos

t, = 8,16 segundos
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