Avaliacao - Itens para testes de avaliacao

]
Matematica A| 12.° Ano ru IZ

Propostas de resolucao

1. (Aué)m;l=(AmZ)u(§m;l)=®u(§mZ)=Emfizm.
—

Como Ac B,entdo BUA=RB,peloque BUA=B.
Resposta: D

2.1 Como o nuimero tem de ser impar, o algarismo das unidades tem de ser impar, pelo que para esta
posicdo temos 5 possibilidades. Como o primeiro algarismo ndo pode ser o 0, restam trés posicdes para

. , . ;3 . .~
colocar os dois zeros, o nimero de maneiras de o fazer é “C,. Finalmente, sobram duas posi¢des que

tém de ser ocupadas por dois algarismos distintos entre si, distintos de 0 e do algarismo que foi colocado
na posi¢do das unidades. Assim, dos restantes oito algarismos, escolhem-se, ordenadamente, dois para

s~ p . s 8
as duas posi¢des que sobram. O nimero de maneiras de o fazer é "4, .

Logo, a resposta é 5x°C, x *4, =840.
Resposta: A

2.2 Para formarmos um nimero de cinco algarismos, temos de escolher cinco entre os dez algarismos
disponiveis e, em seguida, distribuir os cinco algarismos pelas cinco posi¢des. Contudo, se queremos que
os algarismos fiquem por ordem crescente ou decrescente, depois de os escolher, hd apenas uma
maneira de os distribuir para cada um dos casos (crescente ou decrescente). Por exemplo, se
escolhermos os algarismos 1, 4, 6, 7 e 9, forma-se o nimero 14 679, no caso de ficarem por ordem

crescente, e forma-se o nimero 97 641, no caso de ficarem por ordem decrescente.
Assim:

. 9 . . . . ~ .
= existem C5 numeros de cinco algarlsmos em que oS algarlsmos estao dlSpOStOS por ordem crescente.

O algarismo 0 ndo pode ser escolhido, dado que como queremos que os algarismos fiquem por ordem
crescente, o 0 teria de ir para a primeira posicdo, pelo que o nimero nao teria cinco algarismos, mas

sim quatro. Portanto, dos restantes nove algarismos escolhem-se cinco, havendo apenas uma maneira

. . . . . 9 9 7 o~
de os distribuir, ou seja, existem ~C, x1="C; numeros nestas condigoes;

. 10 , . . . ~ .
- existem ~C, numeros de cinco algarismos em que os algarismos estdo dispostos por ordem
decrescente. Dos dez algarismos escolhem-se cinco, havendo apenas uma maneira de os distribuir, ou

: . 10 10 , .~
seja, existem  C; x1= "C; numeros nestas condi¢des.

: 9 10 ’ . . . ~ .
Logo, existem "C, + ~C, =378 nimeros de cinco algarismos em que os seus algarismos estdo dispostos

por ordem crescente ou por ordem decrescente.
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3.1 Agrupando os dois vasos num bloco, este bloco e as restantes dezasseis pecas perfazem dezassete
pecas a permutar. Dado que os vasos sdo iguais, permutando os dois dentro do bloco ndo gera uma nova
disposicao, pelo que a resposta ao problema é 17!.

N J

17'x1x1=17!

3.2 Existem dezassete pegas distintas (os dois vasos sdo iguais, pelo que consideramos apenas um para
formar um conjunto de seis pecas distintas). Assim, das dezassete pecas escolhem-se seis. O niimero de

. 2 17
maneiras de o fazer é 'C;.

Portanto, existem l7C6 =12 376 maneiras distintas de escolher seis pecas distintas para a exposic¢ao.

3.3 Comecamos por escolher a fila horizontal onde se vao colocar os dois vasos. O niimero de maneiras

de o fazer é ‘C, =4. Para cada uma destas maneiras, existem °C, maneiras distintas de escolher dois

compartimentos, entre os seis da fila horizontal escolhida, para os dois vasos. Finalmente, como na fila
onde ficam os vasos ndo podem estar outras pecas, dos restantes dezoito compartimentos escolhem-se,

ordenadamente, dezasseis para colocar as restantes pegas. O niimero de maneiras de o fazer é * 4, .

Logo, uma expressao que permite determinar o nimero de disposicdes possiveis é 4x °C, x 84, .
2 16

4. Sejam n o numero de cartas vermelhas em cima da mesa e p o niimero de cartas pretas em cima da

mesa (# e p naturais).
Tem-se:

= 0 nimero de maneiras de formar um conjunto de duas cartas vermelhas entre as n é dado por "C,.

Logo, "C, =45 < —11 _— 45
8% % 21(n-2)! 2(n-72)"

_1 I
n! }’l(l’l )M:45<:>n(n—1)=90<:>n2_n_90:0<:>

Como neN, vem que n=10, pelo que foram colocadas em cima da mesa dez cartas vermelhas.

= agrupando num bloco as dez cartas vermelhas e agrupando num outro bloco as p cartas pretas, vem:

10! p!

10 9 8 7 6 5 4 3 2 IIIP p—1 e o o 1

2!1x10!xp!
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Os dois blocos permutam entre si de 2! maneiras distintas. Para cada uma destas maneiras, as dez cartas
vermelhas permutam entre si de 10! maneiras distintas e as p cartas pretas permutam entre si de p!
maneiras distintas. Portanto, o nimero de maneiras de colocar as cartas em fila de modo que as cartas
da mesma cor fiquem em posi¢des consecutivas é dado por 2!x10!x p!.

Logo, 2!x10!x p!=174182 400@p!=%@p!=24@p=4
Ix10!

.. Em cima da mesa foram colocadas catorze cartas, dez vermelhas e quatro pretas.

5. Vamos comegar por contar todos os casos em que os onze amigos se colocam numa sé fila, com a Inés,
a Sofia e a Maria em posi¢des consecutivas. Para tal, agrupamos as trés num bloco. Esse bloco e os
restantes oito amigos permutam entre si de 9! maneiras distintas. Dentro do bloco, as trés permutam

entre si de 3! maneiras distintas:

1 1 D

.

91%3!

Em seguida, retiramos todos os casos em que 0s onze amigos se colocam numa sé fila, com a Inés, a Sofia
e a Maria em posi¢des consecutivas, assim como o Pedro o Jodo em posi¢cdes consecutivas. Para tal,
agrupamos a Inés, a Sofia e a Maria num bloco e também agrupamos o Pedro e o Jodo num outro bloco.
Esses dois blocos e os restantes seis amigos permutam entre si de 8! maneiras distintas. Dentro do bloco
das raparigas, as trés permutam entre si de 3! maneiras distintas e dentro do bloco dos rapazes, os dois

permutam entre si de 2! maneiras distintas:

BTN ) 1 K

v

81x31x2!

Logo, aresposta a este problema é 9! x3! —8!x3!x2!=1693 440 .

Outra resolucao: Comecemos por agrupar num bloco a Inés, a Sofia e a Maria. Como o Pedro e o Jodo
ndo podem ficar juntos, entdo tém de ocupar duas das oito posicdes entre os restantes seis amigos e o
bloco, ou nas pontas. Essas posicdes que podem ser ocupadas pelo Pedro e pelo Jodo estdo assinaladas
com as setas verdes na figura seguinte:

11 D

-
~

71x3!1x% 4,
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Assim, o bloco e os restantes seis amigos permutam entre si de 7! maneiras distintas. Dentro do bloco,
as trés raparigas permutam entre si de 3! maneiras distintas. Finalmente, das oito posicoes que o Pedro

e 0 Jodo podem ocupar, escolhem-se, ordenadamente, duas. O nimero de maneiras de o fazer é 8Az.

Portanto, a resposta ao problema é 7!x3!x *4, =1 693 440.

Resposta: A

6. Tem-se:

nC6 + nC7 + n+IC8 — 11+2C20 P ;1+IC7 + n+lC8 — 11+2C20 o n+2C8 — n+2C20 o n+2—8 — 20@ n= 26
| — |

neo_ne
(/)7 G, P

n+l o~ n+2 ~
c, G

Logo, alinha n éalinha 26, pelo que alinha n+1 éalinha 27 e, portanto, a soma de todos os elementos
dalinha n+1 é 2*" =134 217 728.

7.Se a, b e ¢ sdo os trés elementos centrais de uma linha » do triangulo de Pascal, tal que a<b e
b>c,entdo c=a e b é o maior elemento da linha (elemento central).

Consideremos a seguinte figura:

Linha
n | a b C e 1
n+l1 | a+b b+c i 1
n+2 T A+2DHC 1
Logo, o elemento central dalinha n+2 é a+2b+c =a+ 2b+a=2a+2b.
Resposta: B
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19 19— P
8. A forma geral dos termos do desenvolvimento do binémio (\/;—izj é l"Cp x(\/;) ! x(—%) ,
X

com p inteiroe 0< p<19.

~ P 1 19-p
Assim, lgcpx(\/;)w Px(—)%) = 19Cp><(x2) x(—a)px;z Pc x(—a)pxx =

19-p 19-5p
19 p_ 5 2 g p
= Cpx(—a) xx 2 =C x(—a) xx 2

19-5p

O termo de segundo grau é o termo com parte literal igual a x*. Assim, fazendo =2, vem

19-5p=4<-5p=-15< p=3, pelo que o coeficiente do termo de segundo grau é C, ><(—a)3 .

7752

Portanto, 19C3 X (—a)3 =7752 < -969a° =7752 < o’ 9 oa=-8ca= ﬂf—S Sa=-2.

Resposta: B

9.Tem-se que "C; -"C, =0="C, ="C, &n-3=7T<n=10.

10-p
. . 2
Logo, a forma geral dos termos deste desenvolvimento é *C, x (—j X (—x2 )p, de onde:
X

10-p
10Cp X(%J x(—x2 )P =10Cp ><210—,9 Xxm%px(_l)p ><(x2 )p =10Cp leo—p x(—l)p xxp—lO szp —

— IOCP x 2107}7 X(_l)p % xpflOJer — IOCp % 210*p % (_l)p x x3p710
Portanto, como se pretende o coeficiente do termo em x'', tem-se 3p-10=11<3p=21<p=7.

. O coeficiente do termo em x'' é °C, x 2" x(~1)" =120x2* x(~1) =—960.

Resposta: A

10. Um conjunto de pecas de fruta pode ter:

=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 ou 10 magas. Portanto, para a quantidade de macgas existente num dado
conjunto, temos onze possibilidades;

= 0,1, 2, 3,4, 5 ou 6 laranjas. Portanto, para a quantidade de laranjas existente num dado conjunto,
temos sete possibilidades;

= 0,1, 2,3 ou 4 bananas. Portanto, para a quantidade de bananas existente num dado conjunto, temos
cinco possibilidades.
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Logo, como o conjunto a escolher tem de ter pelo menos um elemento, pelo principio fundamental da
contagem, o nimero de casos possiveis é 11x7 x5—1=384 (retiramos 1, que corresponde ao conjunto

vazio, isto é, ao caso de nao se escolherem pecas de fruta de qualquer um dos trés tipos).

O ndimero de casos favoraveis é 1x7x3=21 (para as macgas, s6 hd uma possibilidade, escolher 5
unidades, para as laranjas ha sete possibilidades, escolher 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 unidades, e para as
bananas ha trés possibilidades, escolher 2, 3 ou 4 unidades).

Portanto, a probabilidade pedida é 21 = e .
384 128

11. Os acontecimentos 4 e B sdo independentes, pelo que P(A|B):P(A) e portanto, como

P(A|B) =0,7, tem-se que P(A4)=0,7.Logo:

P(4UB)=P(A4)+P(B)-P(ANB)=1-P(4)+0,2—(P(B)-P(4ANB))=

0,2 0,7

%,—/
P(B)~P(ANB)

e 1-0,7+0,2~(P(B)~P(4)x P(B))=0,5-(0,2-0,7x0,2)=0,44
ndaepenc entes, 0go

P(ANB)=P(A)xP(B)

Resposta: C

12.1 O ntimero de casos possiveis é >C,, que é o niimero de maneiras de escolher quatro das doze

pessoas.

Para o niumero de casos favoraveis, temos de considerar dois casos disjuntos:

= um homem e trés mulheres: 3q X 9C3 (dos trés homens escolhe-se um, 3Cl, e das nove mulheres

N 9
escolhem-se trés, "C,);

. A fo 3
- dois homens e duas mulheres: °C, x °C, (dos trés homens escolhem-se dois, *C,, e das nove mulheres

escolhem-se duas, °C,).
Logo, o ntimero de casos favoraveis é C, x °C, + °C, x °C, e a probabilidade pedida é:

Cx°C,+7Cyx°C, 8
?c, 11
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12.2 Vamos comegar por escolher os membros que irdo desempenhar os cargos. Para tal, vamos
considerar dois casos disjuntos:

- irdo desempenhar os cargos um homem e duas mulheres: °C, x °C, x3! (dos trés homens escolhe-se

3 9 . N
um, "C,, e das nove mulheres escolhem-se duas, "C,. Finalmente, permutam-se os trés membros

escolhidos pelos trés cargos, o nimero de maneiras de o fazer é 3!);

- irdo desempenhar os cargos dois homens e uma mulher: *C, x °C, x3! (dos trés homens escolhem-se

. 3 9 . A
dois, "C,, e das nove mulheres escolhe-se uma, 'C,. Finalmente, permutam-se os trés membros

escolhidos pelos trés cargos, o numero de maneiras de o fazer é 3!).

Assim, para desempenhar os cargos, temos “C, x °C, x3!+°C, x °C, x3! possibilidades distintas. Para

cada uma destas maneiras, falta contabilizar o nimero de maneiras de escolher os restantes membros
da comissao. Portanto, dos restantes nove membros, escolnem-se quatro. Como os quatro irdo

desempenhar tarefas indiferenciadas, o nimero de maneiras de os escolher é 9C4 .
Logo, a resposta a este problema é (3C1 xC, x3!+°C, x °C, x 3!) x’C, =102060.

. ’ s o2 11 7 . . A
13. O numero de casos possiveis é 'C;, que é o nimero de maneiras de escolher trés dos onze pontos

assinalados.

Para que os trés pontos escolhidos definam um plano paralelo ao plano xOy, temos dois casos disjuntos:

= escolhem-se trés pontos da face [ABCD] , 0 numero de maneiras de o fazer é 4C3;
- escolhem-se trés pontos da face [EFGH |, o niimero de maneiras de o fazer é °C,. No entanto, entre

estas escolhas, ha trés que ndo definem um plano, por serem escolhas com trés pontos nao colineares,

sdoelas: E,Re H; E,Q e G; H, QO e F.Logo, para este caso temos 6C3 —3 possibilidades.

4 6

C,+°C, -3

Portanto, o niimero de casos favoraveis é *C, + °C, —3 e a probabilidade pedida é % = %
3

14.1 0 nimero de casos possiveis é "4, x °C; . Das quinze posi¢des, escolhem-se, ordenadamente, sete

e g , . s 15 :
para as sete bolas distintas, o nimero de maneiras de o fazer é “A4,, e, para cada uma dessas maneiras,

existem *C, maneiras distintas de escolher cinco posigcdes, entre as restantes oito, para as cinco bolas

de ténis, que sdo indistinguiveis.

As bolas de futebol podem ser colocadas de 12 maneiras distintas, ocupando as posicoes 1 a 4,0u 2 a
5,ou3a6,ouda7,ou5a8ou6a9,ou7al0,ou8all,ou9al2,ouldal3,oulla 14,
ou 12 a 15. Para cada uma destas maneiras, as bolas de futebol permutam entre si de 4! maneiras
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distintas. Das onze posi¢des restantes, escolhem-se cinco para as cinco bolas de ténis, que sdo

indistinguiveis, o nimero de maneiras de o fazer ¢ ''C; . Finalmente, para cada uma destas maneiras,

existem °4, formas distintas de escolher, ordenadamente, trés posi¢oes entre as restantes seis para as

trés bolas de basquetebol. Logo, o niimero de casos favoraveis é 12x4!x '"'C;x ° 4, .

Pela regra de Laplace, a probabilidade de um acontecimento é o quociente entre o nimero de casos
favoraveis e o nimero de casos possiveis, quando estes sdo equiprovaveis, pelo que a probabilidade

12x4!x "'C, x ° A4,
]5A7X8C5 )

pedida é dada por

14.2 3 é o unico numero inteiro inferior a 4 e superior a 2, pelo que a probabilidade de se retirar uma

bola numerada com o nimero 3 é dada por P(A mB) . Assim:

- P(4nB) +P(B)=%<:>P(B)—P(AmB)JrP(B):%<:>2P(B)—%=P(AK\B)

[N —
=P(B)-P(AnB)
. P(A|B)=i@Mzi@P(AmB)ziP(B) = 2P(B)—Z=iP(B)<:>
13 P(B) 13 13 p(,mg):gp(g)fz 5 13
5 7 21 7 7x13 13

Logo, a probabilidade de se retirar uma bola numerada com o ndmero 3 é:

P(AnB)=2P(B)—L=2x13 726 7_26 21_5 1
5715 5 15 5 15 15 15 3

15.Sendo n o nimero de amigos de Viana do Castelo tem-se que o nimero de casos possiveis é (n + 3)!

, que é o numero de maneiras dos »+3 permutarem nas n+3 posi¢coes de descida.

Para o nimero de casos favoraveis comegamos por agrupar os trés amigos de Aveiro num bloco. Esse
bloco e os n amigos de Viana do Castelo (que contam como n+1 «pessoas», dado que o bloco conta

como uma pessoa) permutam entre si de (n + 1)! maneiras distintas. Para cada uma destas maneiras os

trés amigos de Aveiro permutam entre si, no bloco, de 3! maneiras distintas.

Logo, o nimero de casos favoraveis é (n+1)!>< 3!, pelo que a probabilidade, em funcdo de 7, dos trés

(n+1)!x3!

amigos de Aveiro descerem consecutivamente é dada por ( 3)'
n+3)!
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(n+1)1x3! 1 (n#1]1x6

Portanto, ————=—& =$©6x51=n2+5n+6<:>n2+5n—300:0<:>

(n+3) 51 (n43)(n+2) (na1)l

| 53[5 —4x1x(-300)
- 2x1

<n <n=-20 v n=15

Como n eN, tem-se que n=15, pelo que o grupo é constituido por 15+3=18 pessoas.
16. Consideremos os acontecimentos:
= A:«0 funciondrio escolhido é do sexo masculino.»

= B:«0 funciondario escolhido é licenciado.»

Pelo enunciado, tem-se que P(4)=40%, ou seja, P(A4)=0,4.

1 e . I .
Como g dos funcionarios do sexo masculino sio licenciados, tem-se que P(B|A) =

0 | —

Logo, P(B|A)=l<:>M < P(BmA)zlon@P(BmA):o,os.
8 P(A4)  #ta-04 8

Como entre os funcionarios licenciados, trés em cada quatro sdo do sexo feminino, tem-se que

P(Z|B):%.
Logo, P(Z|B)=%@%z%@P(ZﬂB):%P(B).

Pretende-se determinar P(A v E) )

Tem-se que P(AUB)=P(4)+P(B)-P(ANB)=P(4)+1-P(B)-(P(4)-P(4nB))=

= P{A) +1-P(B)- PA) + P(AnB)=1-P(B)+P(4NB)

Assim, como ja sabemos o valor de P(A mB) , falta-nos determinar o valor de P(B).
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Mas P(;l r\B) = %P(B) , pelo que:

P(4nB) _3p(B)e P(B)-P(4NB) =§P(B) < P(B)—EP(B)z 0,05 <
=P(B)-P(ANB) 4 =0,05 4 4

& %P(B) =0,05< P(B)=0,05x4 < P(B)=0,2
Portanto, a probabilidade pedida é:
P(4UB)=1-P(B)+P(ANB)=1-0,2+0,05=0,85, ouseja, P(4B)=85%

Outra resoluc¢ao (usando uma tabela):

Com a informacao dada pelo enunciado podemos construir a seguinte tabela:

A A Total
B 0,05 %P(B) P(B)
B
Total 0,4 1

Logo, 0,05+ %P(B) =P(B)<«0,05=P(B) —%P(B) <0,05= %P(B) <

< P(B)=0,05x4< P(B)=0,2

Preenchendo o resto da tabela:

A A Total

B 0,05 %x0,2=0,15 0.2

B 0,4-0,05=0,35 | 0,6-0,15=0,45 | 1-0,2=0,8

Total 0,4 1-0,4=0,6 1

Portanto, P(4UB)=P(A4)+P(B)—-P(ANB)=0,4+0,8-0,35=0,85, ou seja, P(AUB)=85%.
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17. P(Y|X) é a probabilidade de todas as bolas numeradas com um niimero impar serem extraidas,

sabendo que a bola com o nimero 4 é extraida exatamente quatro vezes.

Sabemos que a bola com o ndmero 4 saiu em exatamente quatro das extragdes. Assim, para cada umas
das restantes cinco extra¢des ha oito possibilidades (qualquer um dos restantes oito algarismos), pelo

que o niimero de casos possiveis é 8.

Como queremos que sejam extraidas todas as bolas numeradas com um ntiimero impar, nas restantes
cinco extracdes onde ndo saiu o numero 4 tém de sair as bolas com os cinco algarismos impares, pelo
que o numero de casos favoraveis é 5!, que é o nimero de maneiras de os cinco algarismos impares
permutarem nas cinco posi¢des correspondentes as cinco extra¢des onde ndo saiu o nimero 4.

!
Logo, pela regra de Laplace, tem-se que P(Y|X) = 85_5 ~0,0037.

18. 0 ndmero de casos possiveis é 3C,, que é o nimero de maneiras de escolher quatro amigos entre os
4

oito. Para o numero de casos favoraveis, ao total de possibilidades de escolher quatro amigos, retiram-
-se todos os grupos de quatro em que os dois membros do casal ndo estejam presentes. Para isso,
escolhem-se dois amigos entre os restantes seis (excluindo o casal), sendo o nimero de maneiras de o

fazer é °C,. Assim, o niimero de casos favoraveis é °C, — °C, .

8~ 6
A probabilidade pedida é % .

4

Resposta: C
19. Tem-se que:

= os acontecimentos A4 e B sdo incompativeis, pelo que ANB=J= P(A N B) =0;

- os acontecimentos 4 U B e C sdo equiprovaveis, pelo que P(4UB)=P(C).

Assim:

P(An(4UB)) P(BnC)
P(4UB) | P(C)

-P(C)

P(4|(4UB))+P(B|C) =1«

P(A4n(4uB)) P(BNC)
(S (4 R
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Mas, ;lm(AuB):(ZmA)u(ZmB):Qu(ZmB):ZmB,pelo que a equacio fica:

T
=P(C)-P(BNC) =P(B)-P(ANB)
A (TS —
P(An(AuUB)) P(BnC P(A~B)+P(C)\—P(BAC
(m(U))+(m)=1<:>(m)+()(m):1<:>
P(C) P(C) P(0)
=0
—
Pﬁ()P(B)—P(A NB)+P(C)-P(BNC)=P(C)

P(BUC)

& P(B)+P(C)-P(BNC)=P(C)= P(BUC)=P(C)

Logo, os acontecimentos B C e C sdo equiprovaveis.

20. Vamos verificar cada uma das opgdes:

Logo, 1imf(l " - ] = lim f(x)=+o0, pelo que o termo geral da sucessio (u,) ndo pode ser 1-n".
—n x—=>0"

[ij. A 1 1
pER) =11mn—Z=11m;=+f.0=0 .

= lim

Logo, limf[ 2" 1] = lim f'(x)=—o, pelo que o termo geral da sucessdo (u,) ndo pode ser n* —1.
n-— x—0"

. limL[iJIim+—limixlim;—lim lxﬁ x lim -
\/;—1 \/;(I_IJ \/; 1_L \/; \/; 1-— 1
= & -

1

.n
=lim—=1

J—

oo +l=+0 n

f_/%

Lxlim(\/ﬁl):nm "
(+n)

n_lx(+oo)=1><(+oo)=+oo
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X—>+0

" j = lim f(x)=0, pelo que o termo geral da sucessdo (u,) ndo pode ser Jn-1.

Logo, Iim
g f(\/_—l

ilim—:hmlxnmll — lim /7 x 11 _
1

. liml_n\/ﬁ ﬁ(\}lzlj \/; ﬁ—l =

:+oo><(—1):—oo

=4/t X

= lim f(x)=1, pelo que o termo geral da sucessdo (u, ) pode ser Jn-1.

n
Logo, Iim | ——=
g f[l_ h’lj X—>—0

Resposta: D

o

Ys—Y, 4 _

— % Como o ponto de coordenadas (0,2) pertence a
xXz—x, 3-0 3

21.0 declive dareta r é dado por

reta r, a sua ordenada na origem é 2, pelo que a equacdo reduzidadareta r é y= gx +2

Logo, lim Mz% e lim (f(x)—%xj:Z, pelo que:

X—>+00 X

xﬁ@w{zf(x)wj‘i@w zxf(x)_f(f(x)) T —

22.1 Afungdo g é continuaem x=2 se lim g(x)=lim g(x)=g(2):
x—2"

x—2"

0
U e e
. hmg(x):hmz— = lim = =—
x>0 =2 X —x=2 ) a2 (XH)M 2+1 3

2 3
X x2x=2x

X\/Z_él'(gj]' (x 2x—4)(x 2x+4)_hm (x 2x)2_42 )

= lim g(x)=lim = lIim - B
x_>2*g() -2 x =2 x—2" (x—Z)(x 2x+4) x—>2+(x—2)(x 2x+4)

216 o) M(hz+4X+8)_2x22+4x2+8:g:3

:jirg(x_z)(x 2x+4)3xg?+ M(x\/g+4) C 22x2+4 8
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i) Fatorizando os polinémios 2x*—16 e x* —x—2:

2 0 0 -16
, 1+ (1) —4x1x(-2)
X —x-2=0=x= Sx=—-1vx=2
2x1
2 8 16 5
! Logo, x* —x—2=(x+1)(x-2)
2 4 8 0 . . . :
Nota: Também se poderia usar a regra de Ruffini para fatorizar o

22 ~16 = (x—2)(2x" + 4x +8) polinémio x* —x—2

Como lim g(x)= § #3=1lim g(x), afungdo g ndo é continuaem x=2.

x—2" x—2"

22.2 Assintotas verticais
VA
2 1\ _
< lim g(x)= lim 2% = (21) A N rer2
s o —x=2 (<) =(<1)-2 0 \
2 1 2 4 _1§2/2 =X
- lim g(x)= lim — SRl (2_) i
x—o—1" xo-1" X" —=x=2 (_1) _(_1)_2 0
lim (x* -x-2)=0"e lim (x*-x-2)=0"

Logo, a reta de equacdo x =-—1 é assintota vertical ao grafico de g . Como a funcdo g é continua em
]R\{—I,Z}, e como os limites laterais em x=2 sdo finitos, o grafico de g ndo tem mais assintotas

verticais.

Assintotas horizontais

Logo, areta de equacdo y =1 é assintota horizontal ao grafico de g, quando x ——oo.

— 4 YTy 4
0 _ 2 .
« lim g(x)z im w(;j lim %( o xj: X(+OO) +oo _ +oo—0:+;oo=+OO
X—>+00 X—>+00 x—2 X—>+00 % l_z l—i 1—0 1
X +00

Logo, quando x —>+o0, o grafico de g ndo tem assintota horizontal.
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22.3 A fungdo / tem um minimo absoluto igual a 4 em x=8, pelo que /(8)=4 e A(x)>4 paratodo o

xeR.

Pretende-se mostrar que os graficos das funcdes g e / se intersetam pelo menos uma vez no intervalo
]4.8[, ou seja, pretende-se mostrar que a equagdo /(x)=g(x)< h(x)—g(x)=0 tem pelo menos uma

solugdo em |4,8].
Seja 1, definida em [4,8], por f(x)=h(x)—-g(x).
Assim:

= a funcdo f é continua em [4,8], por ser a diferenca entre fungdes continuas no seu dominio. % é

continua por hipétese e, para x €[4,8], tem-se que g(x)=

x2x —4 B 3
— 5 que é continua por ser o produto,
x —

a diferenca e o quociente entre funcdes continuas no seu dominio (fun¢des polinomiais e irracionais).

@) =h) e (@)=h(a)- DAy WA R

4-2

Tem-se que h(x) >4 paratodo o x real, pelo que:

h(4)24 < h(4)-28+2>4-28+2 f(4)26-28
RO

Mas, 6—2+/8>0 (6—2+/8 ~0,34)*% pelo que f(4)>28-6>0.

* Sem usar a calculadora: 2\@:\}2%&%:\;‘3_2 e 6:\f3_6,pe10 que 672\f8_:\f%7\/§>0.

. f(g):h(s)—g(8)=4—8“éii_4=4—8*/§_4=4—8X2_4=4—%=—§:f(8)<0

Logo, como f(4) e f(8) tém sinais contrarios, pelo coroldrio do teorema de Bolzano-Cauchy, a fungdo

f tem pelo menos um zero em ]4,8[ , isto é:
Jce]d8[: f(c)=0=3ce]4.8[:h(c)-g(c)=0<=3ce]4,8[:h(c)=g(c)

Portanto, a equagio h(x)=g(x) tem pelo menos uma solugdo em |4,8[, pelo que os graficos de g e

de / intersetam-se pelo menos uma vez em ]4,8| .

FIM
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