Avaliacao - Itens para testes de avaliacao -
raiz

Matematica A|11.° Ano

Propostas de resolucao

1. Consideremos a seguinte figura, onde D é a projecdo ortogonal do ponto C no lado [AB].

Tem-se que cosa =

£®J§B6D<:>— \/35 _2\/5.

53

cosa=——
3

Assim, pelo teorema de Pitagoras:

—_—2 —2 —2 5 2 — —2 —2
- BC =BD +CD <6 :(2J§) +CD <36=4x5+CD <CD =16

—2 —=2 —=2 , T2 —2 —2 — —
* AC =AD +CD < 5 =A4D +16< 4D =25-16< 4D =9 < AD=+]9 & AD=3

CD™ =16 AD>0

Logo, A_B=A_D+E=3+2\/§.

Resposta: C
2. Na figura, esta representado um setor circular BAC de raio » e amplitude &.
O comprimento do arco BC é dado por 6r, pelo que o perimetrodo ¢

Or
setor circular BAC é dado por 2r+0r.
r
Assim, 2r+0r=4r < 0f =2/ < 60=2rad, pelo que:
)
A r B
send = sen(Z) ~0,909 e cosf = cos(2) ~—0,416
Resposta: D
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345°
360°

do angulo orientado que tem os mesmos lados origem e extremidade do dngulo generalizado de
amplitude 1345°¢é 265°.

3. Tem-se que ~3,7.Como 1345°-3x360°=265°, pelo que, 1345°=265°+3x360°, a amplitude

Resposta: D
4. Tem-se =12 __120m 57 _ 5% o0, T% T% T o0x=T% 20727 lix2r,
6 6 6 6 6 6 6 6 6
-2
s . n Tr
Portanto, f = o —11x27, pelo que a amplitude do angulo & pode ser i
Resposta: A
. . . : . a ~  360° o
5. Como [BC] é o lado de um pentagono regular inscrito na circunferéncia, COB = =72°. Como

[AB] € o lado de um octdgono regular inscrito na circunferéncia, BOA =

Logo, & = COB+BOA=72°+45°=117°, pelo que a amplitude de 8 é 117°-2560°=—2443°,

2443°

Como —~ 6,8 e 2443°-6x360°=283°, —283°¢é a amplitude do dngulo orientado com os mesmos

lados origem e extremidade do 4ngulo generalizado f#,e —2443°=-283°-6x360°.

CDx AB _45xﬂ3
2

6. A area do jardim é dada por =22,5x AB.

Como o 4ngulo ACD tem mais 30° de amplitude do que o 4ngulo ACB,tem-se ACD = ACB +30°.
Assim, como ACB+ ACD =180°, vem que:
ACB+ ACB +30°=180°<= 24CB =180°-30°<>24CB=150°< ACB=75°

Portanto, ACD =75°+30°=105° e ADC +115°+25°=180°<> ADC =180°— 140°<> ADC =40°.
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Consideremos a figura seguinte, em que £ ¢ a projecdo ortogonal do ponto C no lado [AD] .

Tem-se que: D

- sen(50°) = j—f < CE = 45sen(40°);

45 m
- sen(25°)=£<:>A_C=45L(40).
AC sen(25°)
C
. Sen(75°)=£<:>A_B= 4SSen(4O )xsen(75 )
AC sen(25°)

45sen(40°)xsen(75°)
sen(25°)

~1488 m2.

Portanto, a area do jardim é igual a 22,5x AB = 22,5x%

7. Tem-se que:

2 1 1
(sena +cosa) =§<:> sen’ @ + 2sen @ cosa + cos” & =§<:> sen’ o +cos” @ + 2sen @ cosa =§<:>
=1

1 1 2
< 1+2senacosa =— < 2senacosa :3—1 < 2senacosa =—§

1
< senacosa =—§

=1

—_——
1 sena 1 sena  cosa sen’a+cos’a 1
Logo, tga + = + = + = S
tgar cosa SN cosa sena senacosa 1
SHe _-
cosa _! 3

3

Resposta: A
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8.1 As coordenadas dos pontos 4 e C, em fungdo de «, sdo, respetivamente (cosa,sena) e (Ltga),

em que cosax<0, senax>0 e tga<0.

VA
—Cosa —Ccosa
A(cosa,sena) B
sena sena
a
A ) BN
0 X
-tga
C(1,tga)

Tem-se que AB=-2cosa e amedida da altura do tridngulo é dada por sena —tga, pelo que a area do

tridngulo [ ABC] é dada por:

—Zcosax(sena—tga)

Z

séno

= —COSQ XSEN o + COS U Xt = —COS A XSeN f + COSA X =

a

=—cosaXxXsena +seno =S€Il06(1—COS(Z)

2
8.2 Tem-se que (sena—cosa) =l+sena < sen’ o +cos’ @ —2sena xcosa =1+sena <

=1

<:>/f—2sena><cosa=/f+sena<:>—2§enﬂxcosa=§enﬂ

2
& —2cosa=lecosa=—— & a=—
ae z./’f MG:‘E v 3
2 2
=sena#0
Portanto, @ ==—, pelo que a drea do tridngulo [ ABC] é igual a:
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9. Tem-se que sen[a—%jz—cosa e cos(a—37)=cos(a—7—2x)=cos(a—7)=—cosa, pelo que:

sen(a—%)+2cos(a—3ﬂ)<0@—cosa—2cosa<0©—3cosa<0<:>cosa>0

Assim, como cosa >0, o angulo de amplitude o pertence ao primeiro quadrante ou ao quarto
quadrante. Mas como ae]—;z,O[, conclui-se que o dngulo de amplitude « pertence ao quarto

quadrante e, portanto, sena <0 e tga <0.
Logo:
=sena <0 A cosa>0=senaxcosa <0 (o produto entre um niimero positivo e um nimero negativo é negativo)
“tga <0 A sena<0=tga+sena <0 (asoma entre dois niimeros negativos é negativa)
= tga<0 A cos>0=tgaxcosa <0
Portanto, nenhuma das op¢des A, B e D é a correta, pelo que a resposta correta devera ser a C.

Verificando: como cosa —sena =cosa + (—sen a) e como sena <0< —sena >0, tem-se que:

cosa>0 A —sena >0=>cosa +(—sena)>0 <> cosa —sena >0
(a soma entre dois nimeros positivos é positiva)

Resposta: C

10.1

Y
Q
=y

RY/4 tg(x—37r)=tg(x—7z—27z)=
cos(—x—;j =senx cos(x+7)=—cosx

=tg(x—7)=tgx
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=Y

senx tgx
T V4
sen| ——x |=cosx Ccos| ——x |=senx
(2 j (2 j

cos(—x—?ﬂ[j
Portanto, A(x) =—2—cos(x+7r)—tg(x—37r) =g+cosx—tgx=
tg(?—x}

tgx

senx
=senxxtgx+cosx—tgx =senxx
cosx

s€n x

+COosSx —

COSXx

=1

——

senx sen’x+cos’x—senx l—senx
+cosx— = =
COS X

_sen’x

COSXx

COoSXx COSXx

10.2 Tem-se que:

1—sen 1z 1-sen| 27 -7 l-sen| - % | 1- 1 1+
[11;;} 6 6 6 2
PR | [y (S A = =
6 Hz 12z _z V4 V4
co
6

4 l—sen(—?) l—sen(—?+27zj l—sen(zgz) 1_£ 2_2\/5
7| e = = =2 =—2+3
3 ( 4;:) i [ Ar ) (2;;] 1 1
cos| ——— cos| —+2x cos| — - —
3 3 3 2 Z

Portanto, A(”?”J—A(—%”j:ﬁ—(—2+ﬁ)=)ﬁ+2—)ﬁ=2.

i) sen(a +2kr)=sena e cos(a+2kr)=cosa,paratodoo aeRe ke
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10.3 Tem-se tga =—+/8 . Assim, tga <0 e como a €]0,7[, conclui-se que « E}%,ﬂ'[.

Como 1+tg’a =

>—, vem que:

CoS o

1 2 1 1 1 1
l+tg2a= 5 <:>1+(—\/§) =———I+8=——— =9 cos’a=—<
cos” a cos” a cos“a  cos o 9
\F 1
= cosa=—,|— <> cosa =——
/Zg}z,n[icosr/d) 9 3
2
1) 242
Como tga = ena S sena =tgaxcosa, tem-se sena =— SX(——JZi.
cosa 3 3

22 3-22

Logo, A(a)zl—sena: 3 __ 2 =—(3—2\/5)=2«/§—3.

cosa 1 1

3 z

11. Consideremos a seguinte figura, em que F é o ponto de intersecdo do lado [AD] com o eixo Ox.

_ VA
A area do trapézio [ ABCD] é dada por AD+BC wF. ¢
D
— — — — — — \
Mas como AD=2AF , BC=2BE e EF =1-OF , tem-se que:
- _ _ F E
AD+ B — 2AF +2BFE — —_— = — X
A anen) =+C><EF=;X(1—0F)=(AF+BE)(1—0F) ON* g
As coordenadas do ponto A4 sao (cosa,sena), com cosa>0 e A4
senaz<0, e as do ponto B sio (Ltga), com tga<0. Assim, 4

Z’z—sena, B_E:—tga e O_cmosa e, portanto:

A ey =(E+B_E)(1—O_F) =(-sena—tga)(1-cosa) =(—sena— SenOlj(l—cosa) =

sena seno

=—Ssena +senacosa —

+

cosa  cosa

cos’a—1

xpesﬂz;seﬁJrsenacosa—sena

CoOSx

+ serar

coSox

sena(

1
=sena| cosa — =sena
cosa

cosax

|

cos’a —1) =—sen’ axtga
cosa___
—tga ——sen’ &
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12. Para xeR\{%Hm,k EZ}, tem-se:

2

N
=sen"x

—

2 2 2 2 2
1 cos‘x—1 sen“x sen x 2
COSX — = =| - =| - xsenx =(—tgxxsenx) =

COS X COSXx COSXx COSXx

=(~tgx)’ x(senx)’ =tg?xxsen’x

13. Uma expressao geral dos maximizantes da fung¢do seno, isto é, a expressao geral dos objetos para os
5 5
quais a fungdo seno éiguala 1, é %+2k7r, k eZ. Como 7ﬂ=%+2ﬂ', 77[+2k7r, k € Z também é uma

expressdo geral dos maximizantes da fung¢do seno.
Resposta: C

14. A funcdo seno é decrescente e positiva no segundo quadrante. Nesse quadrante, a fun¢do cosseno é
decrescente e negativa.

Resposta: D

15. Tem-se que:

2
(A) se ﬂ=§+a,entﬁo g(ﬂ)zg(%Jraj=cos(§+aj=—sena=ix/1—cosza=i4’1—(%j 7&%;

(B)se f=n+a,entdo g(f)=g(r+a)=cos(r+a)=—cosa =—(—lj=

1.
3) 3’7

(C) se =27 —a,entido g(ﬂ):g(27r—a):cos(27r—a):cos(—a):cosa=% ;

(D)se f=27+a, entdo g(,B)=g(27r+a)=cos(27z+a)=cosa=% :

Resposta: B
16.1 Paratodoo xeR, —1<cosx<1, pelo que:

—1<cosx<1<=-2<2c008x<L2<3-2<3+2c0sx<3+2<=1<3+2cosx<5

Como a fun¢do f toma todos os valores entre 1 e 5, incluindo estes, o contradominio de [ é [1,5] ,

pelo que f ndo tem zeros.
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1
16.2 Tem-se que f(x)=2 < 3+2cosx=2<2cosx=—-1 <:>cosx=—§.

2r 1 ) o VA
Tem-se que cos 3 = wh Tendo em conta a circunferéncia bl
3
@
. - . 3 1 i
trigonométrica ao lado, no intervalo |[—7z,— |, cosx=-— I
2 2 e
\
1 \
T 2z 2r T 4r ! \
em —7+—=——,em — eem 7+—=—. SN | \ O g
3 3 3 3 3 < - >
= )/ X
I
Q : //o
Portanto, os objetos cuja imagem por meio da fun¢do f sio P
1/
/
. . 2m 2m Anm &
iguaisa 2 sao ——, — e —. o
3 3 -5 .
T2

17.1 g(x):OQﬁsen(x—%j:0<:>sen(x—%j:0.

Uma expressao geral dos zeros da funcdo seno é krz, k Z. Como o grafico de g se obtém a partir do

g ~ . ~ T ~
grafico da funcdo seno através de uma translacao de vetor de coordenadas (Z’Oj , Uma expressao geral

dos zeros de g é %+k7r, kel.

17.2 Paratodo o xR, tem-se que —1£sen(x—%jsl, pelo que —\/ESsen(x—%jS«/E.

Como g toma todos os valores entre 2 e \/5, incluindo estes, vem que o contradominio de g ¢

[—\/5,\/5} e ominimode g é —2 . Assim, g(x)=—«/5c>ﬁsen(x—%jz—ﬁ@sen(x—%]z—l.

T
Uma expressao geral dos objetos cuja imagem por meio da funcdo seno é —1 é 5 +2krx, ke (sdo os

minimizantes da funcdo seno). Como o grafico de g se obtém a partir do grafico da funcao seno através

- T ~ o .
de uma translacdo de vetor de coordenadas (Z’Oj' uma expressdo geral dos minimizantes de g é

LT kn=-" 10k ke,
2 4 4

Logo, o menor minimizante positivo de g obtém-se para k =1, pelo que o menor minimizante positivo

1z
R

Portantota—l—t 7—”—1—‘[20—”—t5—”—t 6—”—£—t _f—_\/§
S ETY s DY I AT I RN A R s '
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1
18.Sendo T o periodo positivo minimo da fung¢io #, a frequéncia é dada por f = T

Considera a seguinte figura:

=Y

\V/

T 3T 3T 4 3
Tem-seque I'+—=nr—(—7n)o—=n+rn>—=21<=>3T=4r<T=—/,peloque f=—=—".
a (e 2 3 Peloave S = =
3
Resposta: D

19.

= A afirmacio é 1. é falsa. Por exemplo, 0 < 37” e tg(O) =0>-1= tg(%j.

= A afirmacgdo é II. é verdadeira. O periodo positivo minimo da fung¢do tangente é 7, pelo que

tg(x + kﬂ') =tgx, paratodoo x e pertencente ao dominio da fun¢do tangentee k <Z. Logo,para k=2
, tem-se tg(x+ 277) =tgx, donde se conclui que 2z é periodo da fun¢do tangente.

Resposta: C

20.1 Paratodoo xe [—7:,7[] ,tem-se —1< sen(%j <1. Assim, para k>0:

(Em cada uma das passagens, a fun¢do toma todos os valores reais entre os extremos do intervalo.)

Portanto, em fung¢do de k, o contradominio da fungdo g é [—2, 2k — 2] .

Por outro lado, o contradominio da funcdo g é [—2,4] ,peloque 2k—2=4<2k=6=k=3.
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20.2 Tem-se que:

V3
( ﬂ'j sen(a—zj —cosa 1 1 NG
u tg a_E = = = j—l

=— =S tga=——F+;
cos(a—;[j sena tgea tgo 4 2

Assim, como ae]—;z,O[ e tga <0, conclui-se que o dngulo de amplitude « pertence ao quatro
quadrante, pelo que sena <0 e cosa >0.

|7
—sena

. g(2(x+ﬂ)+sen(7r+a):1+3sen(2a2+ﬂj—sena :1+3sen(27a+§j—sena =

=1+3sen(a+%j—sena =1+3cosa—senc

[ —
=cosa

Portanto:

= como 1+ tg2 a= >— , tem-se que:

CosS &

47 1 16 1 1 , 1 1 1
1+ —| = > Sl+—= > 9= S—<&>cosTa=— & cosa=,[- <> cosa=—
«/5 cos“ a 2 cos“a cos” a 9c 9

osa>0 3

sena
= como tga =
cosa

& sena =tga xcosa, tem-se que:

NG

4 1
— =——X—=X—=— X—=——
23 2 23 2 3 3

Logo, g(2a+7r)+sen(7r+0!)=1+3cosa—sena=1+3x%—{—£}=2+2J§.

2 2r 2
21.1 O periodo minimo positivo da fungdo x é r_E_Z
| 3z | 3z 3

Se num dado instante ¢ a abcissa de P é x,, passados — de um minuto, isto é, 40 segundos, a abcissa

de P voltaaser x,.
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21.2 Tem-se que, paratodoo r >0, —1< cos(37zt +%j <1, peloque —4< 4cos(37zt + %j <4,

Como a fun¢do x toma todos os valores entre —4 e 4, incluindo estes, toma também o valor 0, isto é,
aabcissade P é 0 para algum instante ¢, pelo que a distancia minima de P aorigem é 0.

. : . : 1
21.3 Os primeiros vinte segundos do movimento correspondem ao intervalo de tempo [O,—]

No instante ¢, a abcissa do ponto P é dada por x(to). Passado o mesmo tempo que decorreu até ao
instante ¢,, isto é, ¢, +¢, = 2¢,, a abcissa do ponto P é dada por x(2t0) e, nesse instante, a abcissa de P

aumentou 3 unidades em relagdo a abcissa de P no instante ¢,, ou seja, x(2¢,) =x(z,)+3.

1
Portanto, pretende-se determinar ¢ € [O,ﬂ tal que x(2¢)=x(7)+3.

(0.22,-0.268) °

£20x)=f1(2- x)

(o]

#

Logo, ¢, 0,22 (naimagem, f, corresponde a fun¢do x).

22. Comecamos por introduzir os dados da tabela numa calculadora, para depois efetuar a regressao

sinusoidal.
[$ 1 Acdes ’
-~ -
6 Regresséo quadratica... e 1
7 Reegrssdo clibica ... itisticos =SinReg(s
8 232 1364 8 Regressdo quartica... ' 3 67 1155 a 286463
; 9 Regresséo potencial... confianga »
9 265 1222 A Regressdo exponencial .. o e 4 100 1303 b 0.016785
10 298 10.78 B Regresséo logartmica... 5 133 14.34 ¢ -1.341
" 31 961 amndiessa0 Sinusoidal 6 166 1506 d 12.1353
D Regresséo logistica (d=0)... : -
12 364 - E Regresséo logistica (d=0)... - 7 199 14.76 Resid {-0.0472.|,
212 R o F Regressso linear mltipla... “ B - 1225271015508 0

Assim, obtemos: a~2,865, b~0,017, c~-1,341 e d =#12,135.

Como o dia 11 de junho de 2025 (ano comum) corresponde ao dia de ordem
31+28+31+30+31+11=162, o comprimento do dia nesse dia foi de
C(162)~2,865sen(0,017x162—1,341)+12,135 ~15 horas.
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5 6 1 3
23.1 Tem-se que 10y +5x=6=10y=-5x+6 > y=——x+—S y=——x+—.
aue 15y Y ST T A AR A

1 1
Logo, sendo ¢ ainclinacdo dareta r, tem-se que tga =m,_ = EX pelo que a =tg' (—EJ +180°~153°

~ . ~ 1
23.2 Como as retas » e s sdo perpendiculares, entdo m =—
; m

»

,sendo m, odeclivedareta s e m, 0

. . . , 1 . .1
declive da reta » . Assim, como o declive dareta » é _E' o declivedareta s é 1= 2.

2

Logo, a equagio reduzida da reta s é da forma y=2x+b.0 ponto de coordenadas (1,4) pertence a

reta s, pelo que, substituindo na sua equacdo vem: 4=2x1+5b <> b =2. Portanto, a equagido reduzida
daretas é s:y=2x+2.
Resposta: A

24. Tem-se que J3x —-y+2=0y= x+2, pelo que um vetor diretor da reta » é F(l,\ﬁ).

(x,y)=(0,2)+ k(3,\/§), k € R é uma equacio vetorial da reta s, pelo que um vetor diretor da reta s é

5(3.43).
Tem-se que:

F-§=1x3+\/§x\/§=3+3=6;

=B+ (VB =VTT3 =2 e [§] =3 + (V) =2 = A3 —VExB =243

:IF-E __ 6 :6:3:3\/§:£
[7[x]s] 2x2d3 43 23 6 2

Logo, cos(r:s) = ‘cos (}7:§)‘

N

Portanto, como cos(r,s) = 73 conclui-se que r:s =30°.
25. 115 =i | x| x cos i, ) = 2x 2x cos(,¥ ) = 4cos (i, 7 ) .

Como os vetores # e v nao sdo colineares, —1<cos(ﬁ,17)<1<:>—4<cos(ﬁ,17)<4<:>—4<12-\7<4,

conclui-se que, dos valores apresentados, o tinico que nio pode seriguala i -v é 4.
Resposta: D
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26.0s vetores i e v sdo perpendiculares, pelo que #-v =0. Assim:
45 -(26 = 319) =6 = 871 — 4371 =6 = 8x 0~ 437 =6 & 4BV =6 <

6 3

—X— 6\/§<:>*- 6\/§<:> . 3
43 3

Vo=
4x3 12 2

SVeow=—

Sendo o a amplitude do angulo formado pelos vetores v e w, tem-se:

B

v-szz——<:>||\7||x||vT/||><cosa=—£<:>1x1xcosa=——3<:>cosa=—— o a=—
2 2 2 2 {ZE[(),/‘T] 6

27.1 Vamos representar o retangulo num referencial a nossa escolha, um que seja conveniente, por

exemplo, um em que A4 é origem do referencial, ou seja, A(0,0), D e G pertencem ao eixo Oy ,e E e

B pertencem ao eixo Ox.

Assim, se AE=AG=a,com a>0,edado que G é o ponto médio de [AD] , H é o centro do retangulo

[ABCD] e AB=24D, entio B(4a,0), C(4a,2a) D(0,24), E(a,0), F(a,a), G(0,a) e H(2a,a).

Portanto, A[EBCDGF] =A[ABCD] —A[AEFG] —ABXAD - AE =4ax2a—a* =84 —a* =7a°
Por outro lado:

- GC=C-G=(4a-0,2a—a)=(4a,a)

- HB=B-H=(4a-2a,0-a)=(2a,~a)

g R‘-I—Wi’:4ax2a+ax(—a)=8a2 ~-a’=7a’ =A[EBCDGF]
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27.2.1 Como a amplitude do angulo OPB é ?ﬁ ,ainclinacdo dareta AB é « —?ﬁ =% .

Ya
C
o
Sm ™Y
— B
De 6 =
[ o ) >
0] P X
[
A

3
Logo, o declive dareta 4B éigual a tg (%j = % , pelo que a equacdo reduzida dareta AB é da forma:

N

yz?x+b,com beR

Como o ponto A(—\/g,—2) pertence areta AB, substituindo as suas coordenadas na equagao, tem-se:

3

—2=?x(—«/3)+b<:>—2=—§+b<:>—2=—1+b<:>b=—1
) . B
Portanto, uma equacao dareta 4B é yz?x—l<:>3y=\/3x—3<:>3y—\/§x+3=0.
%3

27.2.2 O ponto R pertence areta AB, pelo que as suas coordenadas sao da forma [x,?x - 1}.
Tem-se que:

. B . , .
= odeclive dareta 4B é 3 pelo que u (3,\/5) é um vetor diretor da reta 4B;

= asretas RS e AB sdo perpendiculares se RS e i forem perpendiculares, ou seja, se RS -i=0.
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3

Como FSzS—R:(—ﬁ—x—2—(£x—1j}=(—i— J_x 1} tem-se:
37 3 '

RS -ii=0e3 x[—i— J+ 3x(—?x—l]=09—7\/§—3x—x—\/§=0<:>
o —4x-83=0=-4x=8P3 =>x=-23

Logo, as coordenadas do ponto R sdo [ 2«/_ \/_ (—2«/§)—1J, ou seja, (—2x/§,—3).

28.1 BO-BA= HFOH XHQH X cos(OéA) =cxcexcos(m—2a)=c’ (—cos(Za)) =—c’cos(2a)

X4

28.2 Tem-se A(x,,0) e B( 5 ,yBj, cosa =-2 < x,=2ccosa e sena:&<:>y3 =csena .
C C

Xp
De uma outra forma, 4(2x,,0) e B(x,,y;), cosa ==2 < x; =ccosa e sena =22 < y, =csena .
C C

Portanto, tem-se A(2ccosa,0) e B(ccosa,csena). Logo, o vetor BO=0-B tem coordenadas

(—ccosa,—csenar) e o vetor BA=A- B tem coordenadas (ccosa,—csenar).

Portanto, BO-BA = “FOH X “ﬂ” xc0sOBA =—ccosa x ccosa + (—csenar)x(—csenar) =
=—c’cos’ a+c’sen’a=c’ (senza —cos’ a) :

28.3 Como BO-BA=—-c" cos(2a) e BO-BA=¢ (sen2 a —cos’ a) , tem-se:

—c? cos(Za) =c’ (sen2 a —cos’ a) o= cos(Za) =—c? (cos2 o —senZa) = cos(Za) =cos’ a —sen’a

c#0

- 1 - .
29. Um vetor diretor dareta r é r(3,a,—5) e um vetor normal ao plano « é n(b,—3,12) .Aretar é

paralela ao plano o se 7 e 7 forem perpendiculares, isto é, se 7 -7 =0.
Assim, F-ﬁ=0<:>3b—3a—6=0<:>3b—3a=6<:>—3(a—b)=6<:>a—b=—2

Logo, (a—b)3 :(—2)3 =-8.
Resposta: B
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30.1 0 volume da pirdmide [O4BC] é dado por %x A, xaltura = % x % x OC = M .

Como 4, B e C sio, respetivamente, os pontos de interse¢io do plano & com os eixos Ox, Oy e Oz,

as suas coordenadas sio, respetivamente, da forma (x,0,0), (0,,0) e (0,0,z), com x,y,zeR.
Assim:

* 4x+3x0+8x0=12<4x=12<>x=3, pelo que as coordenadas de 4 sao (3,0,0);

- 4x0+3y+8x0=12<3y=12< y=4, pelo que as coordenadas de B sio (0,4,0);

12
. 4><0+3x0+82=12c>82=12c>z=§c>z=%,pelo que as coordenadas de C sdo (0,0,%j;

3
4X3X§_6><3_

6

3

Portanto, OA=4, OB=3 e OC =% , pelo que o volume da pirdmide [OA4BC] é:

30.2 Seja S o plano paralelo a @ que contém o ponto de coordenadas (—1,2,0).

Um vetor normal ao plano o é ﬁ(4,3,8), pelo que 7 também é normal a £, dado que S é paralelo a

« . Assim, uma equagdo cartesiana de f é daforma 4x+3y+8z+d =0, com d R.

Como o ponto de coordenadas (—1, 2,0) pertence a [, substituindo na equacido de £, vem:
4><(—1)+3><2+8><0+d=0<:>d=—2

Logo, uma equacdo cartesianade f é 4x+3y+8z—-2=0.

30.3 Seja r a reta perpendicular ao plano o que contém o ponto de coordenadas (—13,—14,—9).
Designemos este ponto por D. Assim, areta r interseta o plano & no ponto D', tal que a distancia do

ponto D ao plano « é dada por DD' (D' é a projegdo ortogonal de D no plano « ).

Comoareta r é perpendicular o plano «, o vetor ﬁ(4,3,8) ,que é normal ao plano « , é um vetor diretor

dareta r e, portanto, uma equacao vetorial de » é:

(x,3,2)=(-13,—-14,-9)+k(4,3,8), kR
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Um ponto genérico da reta » tem coordenadas da forma (—13+4k,—14+3k,—9+8k), pelo que,

substituindo na equacgao de «, tem-se:

Ax(—13+4k)+3x (14 +3k) +8x(~9+8k) =12 & —52+16k —42+ 9k — 72+ 64k =12 =

<=8% =12+52+42+72 <=

@89k=178<:>k=%<:>k=2

Portanto, as coordenadas de D’ sdo (—13+4x2,-14+3x2,-9+8x2), ou seja, (—5,-8,7).

Entdo, a distancia do ponto D ao plano « é dada por:

DD’ =\/(—13+5)2 +(~14+8)" +(-9-7)" =+/356

31.1 Tem-se que E=M +ME ,sendo M éo0 ponto médio do segmento de reta [AC] :

[ FatXe PatYe Zatzc :[0+2’l+3’3—1):(1’2’1)
2 2 2 2 2 2

Um vetor normal ao plano ABC é 1i(1,1,1). Mas, como a pirdmide é reta e [ ABCD] é um losango, o vetor
ME também é um vetor normal a 4BC. Assim, ME e i sdo colineares, pelo que existe um k£ e R\ {0}

tal que ME = ki =k(1,1,1) = (k,k,k).

Por outro lado, a altura da pirdmide é 3«/§, pelo que H ME H =33 . Entdo:
| ME| =33 @I + 1 +k =33 o3 =33 &, <k =38 =

ok =3 ck=ty3 <k=-3 v k=3
Logo, se:

* k=-3, entdo J\TE(—3,—3,—3) e E=M +ME, ou seja, neste caso, as coordenadas do ponto £ sao

(1-3,2-3,1-3)=(-2,-1,—2), que ndo pertence ao primeiro octante;

k=3, entdo FE(3,3,3) e E=M+ME, ou seja, neste caso as coordenadas do ponto E sdo

(1+3,2+3,1+3)=(4,5,4), que pertence ao primeiro octante.

. E(4,5,4)
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31.2 Como a piramide é reta e como [ABCD] é um losango, o vetor AC énormal ao plano BDE.

Tem-se AC=C -4, pelo que as coordenadas de AC sdo (2 -0,3-1,-1 —4) = (2, 2,—4) e, portanto, uma

equacdo cartesiana do plano BDE é da forma 2x+2y—4z+d=0,com d eR.

Como o ponto £ pertence ao plano BDE , substituindo as suas coordenadas na equac¢do de BDE , tem-
-se 2x442x5-4x4+d=02+d=0d=-2.

Logo, BDE': 2x+2y—4z—2=0(;2)x+y—2z—1=0.

31.3 A amplitude do dngulo 4EC é igual a amplitude do angulo formado pelos vetores EA e EC, que
¢ dada por:

) N
COS(AEC):COS(EA EC):W

Tem-se EA= A—E, ou seja, as coordenadas de EA sdo (0-4,1-53-4)=(-4,—-4,-1) e EC=C-E,
ou seja, as coordenadas de EC sdo (2-4,3-5,-1-4)=(-2,-2,-5) .

EA-EC —4><(—2)—4><(—2)—1><(—5)

[EAT[EC] =y +(ca) + (1) x(-2) +(2) +(-5)

Assim, cos(AEC) = cos(ﬂAﬁ') =

_ 8+&8+5 _ 21 _2
J16+16+1xJ4+4+25 33x~33 33

Portanto, AEC = cos™ [%) ~50,48° .

32.1 0 ponto C pertence ao eixo Oz, pelo que as suas coordenadas sio da forma (0, O,Z) ,com zeR.

Como o ponto C pertence ao plano ABC, tem-se 2x0+0+2z=8<«>2z=8<«>z=4, pelo que as

coordenadas de C sdo (0,0,4).

Tem-se que A=C+ CA=C-AC, pelo que as coordenadas do ponto 4 sado:

(0-(—4),0-4,4-2)=(4,-4,2)
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32.2 Por trés pontos ndo colineares passa um unico plano. Os pontos 4, C e D sdo trés pontos ndo

colineares, pelo que, se pertencerem ao plano definido por 4x+5y—2z+8=0, este plano é 4ACD.
Substituindo A4(4,—4,2): 4x4+5x(—4)-2x2+8=0<0=0—> Proposi¢io verdadeira
Substituindo C(0,0,4): 4x0+5x0—2x4+8=0<>0=0—> Proposi¢io verdadeira

Substituindo D(—2,0,0): 4x(-2)+5x0-2x0+8=0< 0=0— Proposi¢do verdadeira

Logo, uma equagio cartesiana do plano CAD é 4x+5y—2z+8=0.

32.3 Consideremos a seguinte figura.

i(2,1,2)

A

ABC:2x+y+2z=8

1 — 1 —_— =
0 volume da piramide é dado por EA[ABC] x DD’ = 3 x12x DD'=4DD’,em que D’ é a projec¢io ortogonal

do vértice D no plano ABC.

Seja r areta perpendicular ao plano 4BC que contém o ponto D. Assim, a reta » interseta o plano
ABC no ponto D'.

Como areta r é perpendicular o plano 4ABC, o vetor ﬁ(2, 1,2), que é normal ao plano ABC, é um vetor

diretor dareta r e, portanto, como D(—2, 0,0), uma equacio vetorial de r é:
(x,3,2)=(-2,0,0)+k(2,1,2), keR

Um ponto genérico da reta r tem coordenadas da forma (—2+2k,k, Zk), pelo que, substituindo na

equacdo de ABC, tem-se:

2><(2+2k)+k+2x2k=8<:>—4+4k+k+4k=8<:>9k=12<:>k=%<:>k:§
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2 2 2
oo 757 = [ 2-2) +[0-2] (04 - [ E 5y

3 3 9 9 9 9

Portanto, as coordenadas de D’ sdo (—2+ 2X§’%’2X§j' ou seja, (%,

“ Vsco

1 - -
=3 4 ¥ DD =4DD’ =4x4=16,
33.1 0 ponto C pertence ao eixo Oy, pelo que as suas coordenadas sdo da forma (O,y,O), com yeR,
e pertence areta DC.

Como a reta DC é perpendicular ao plano ADE , admite vetores diretores colineares aos vetores
normais a esse plano. Como o vetor de coordenadas (1,—4,3) é normal ao plano ADE , é entdo diretor

dareta DC, pelo que a reta DC pode ser definida pela equagao vetorial:
(x,y,z) = (1,1,3) + k(l,—4,3) , keR

Um ponto genérico dareta DC tem, coordenadas da forma (1 +k,1-4k,3+ 3k), keR. Assim:

1+5£=0 . .
(0,,0)=(1+k,1-4k,3+3k), keZ < 1-4k=y. keZ@{S:_
343k =0 -7

Portanto, as coordenadas do ponto C sdo (0,5,0).

33.2 O plano ABD é perpendicular areta CH , pelo que um vetor normala ABD é CH (que é um vetor
diretor da reta CH ).

As coordenadas do vetor CH =H —C sio (5 -0,11-5,0- %) = (5,6,—%} , pelo que uma equacdo

19
cartesiana do plano 4BD é daforma 5x+6y —?z +d=0,com deR.

Como o ponto C pertence ao plano 4BD, substituindo as suas coordenadas na equacdo de 4BD, tem-

-se 5><O+6><5—?x0+d=0<:>d=—30.

19
Conclui-se que 5x+6y—?z—30:0c>15x+18y—19z—9()=0 é uma equacdo cartesiana do plano

ABD.
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33.3 0 vetor CD =D —C tem coordenadas (1-0,1-5,3-0)=(1,-4,3).
Tem-se que CD-ii =1x4+(—4)x2k +3xk’ =48k +3k>.

Para que o angulo dos vetores CD e i seja obtuso, tem de se ter CD-1i<0 e CD e # ndo podem ser

colineares, ou seja, 4—8k+ 3k*<0 e CD e ii ndo podem ser colineares.

Determinados os zeros do polinémio 4 —8k +3k”:

8+4/ -8 —4><3><4 + +
4-8k+3k> =0k =— ) ) m©k=g<:>k=§vk=2

2x%x3 6 6

Portanto, 4—8k +3k* <0 = ke 2,2 .
+ + 3
_\_/ 2 ’
3
. —— . L 4 2k -k
Vejamos se CD e ii podem ser colineares, isto é, se podemos ter 1=, 5 pana algum £ real:

4 2 4 K
T:_]jl A T:%®k2_8 ANK=12k=-8 A k:i\/a,queéuma condicdo impossivel em R,

pelo que nao existe qualquer & real tal que CD e i sejam colineares.

A V=t , 2
Portanto, o dngulo dos vetores CD e i é obtuso se, e somente se, k € } 5,2 {

0
33.4 Se P[—sen 9,%,1 —sen 9] pertence ao plano ADE , entdo, substituindo as suas coordenadas na

sua equa(;éo, tem-se:

—sen0—4xsen6

+3x(1-senf)=6 < 1

5
+
o\ A
|/
b

<:>—sen6’—256n9+3—3sen6’=6<:>—6sen6’=3<:>sen¢9=—%

Como O |Z 3z , conclui-se que 0= 7r+£=7—7[.
272 6 6

FIM
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