Teste de Matematica A

2025/ 2026
Teste N.° 2
Matematica A
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma: ___

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagoes dos itens encontram-se no final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgéo correta. Escreva na folha de
respostas o numero do item e a letra que identifica a op¢éo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificagcbes necessarias. Quando para um resultado ndo é pedida a aproximagéo,

apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (a — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Ap6tema
Area de um setor circular:

ar?

- (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area lateral de um cone: mr g (r — raio da base; g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 4 mr? (r — raio)

Volume de uma piramide: % x Area da base x Altura
Volume de um cone: % x Area dabase x Altura

4 .
Volume de uma esfera: 3T 73(r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,,):

~ . o] +
Progresséo aritmética: =~ x n

rn

Progressao geométrica: u; x 11__r
Trigonometria

sen(a + b) =sena cosb +senb cosa

cos(a + b) = cosa cosb —sena senb

Complexos

(peie)n — pn eine

B+4+2kT

\Vpe® =ifpe" n  (k €{0,..,n—1}en€N)
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Regras de derivagao

wu+v) =u+ v

wv) =uv+uv

(u)’ uv—uv

v v?

W' = nu"1u'(n € R)
(senu) = u'cosu

(cosu) = —u'senu

!

tgu)' =
(tgu) cos?u

e“) =u'e*
(a¥)' = u' a*Ina (a€ R* \ {1}

1

(Inu)' = hl
u

I

(logaw)" = (a€ R*\{1})

ulna

Limites notaveis

lim(1+%)n=e (neN)

senx
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1. Considere um cédigo constituido por 5 vogais.
Quantos codigos distintos € possivel constituir utilizando exatamente duas vogais “a” e, no

maximo, duas vogais “e”?

(A) 960 (B) 880 (C) 630 (D) 260

2. Considere, de um baralho de cartas completo, as 13 cartas do naipe de espadas: as, trés figuras
(rei, dama e valete) e mais nove cartas (do 2 ao 10). As cartas vao ser dispostas, ao acaso, sobre
uma mesa, lado a lado, de modo a formarem uma sequéncia de cartas.

Qual é o numero de sequéncias diferentes que é possivel construir, de modo que a carta as fique

numa das extremidades e nao fiquem duas figuras lado a lado?

(A) 1°Cy x 12! x 2 (B) 2 x 9! x 14,
(C) 13! —3!x 9! x 2 (D) 2 x *°C; x 9!

3. A Inés comprou cinco canetas azuis e trés canetas pretas, todas diferentes entre si.
Decidiu escolher, ao acaso, duas dessas canetas para oferecer a sua irma.
Qual ¢é a probabilidade de, entre as canetas oferecidas, existir pelo menos uma caneta azul?

Apresente o valor pedido sob a forma de percentagem com arredondamento as décimas.

4. No passado dia 28 de abril de 2025 ocorreu um corte generalizado no abastecimento elétrico,
deixando toda a Peninsula Ibérica e algumas zonas de Franga sem eletricidade durante varias
horas. Durante este apagao, foi mobilizada uma equipa constituida por n elementos para restaurar
0S Servigos.

Sabe-se que dois quintos dos elementos dessa equipa sao engenheiros de redes elétricas e que
os restantes s&o técnicos de campo.
Suponha que se escolhem, ao acaso e simultaneamente, dois elementos desta equipa para reunir

com a ministra do Ambiente e Energia.

Sabendo que a probabilidade de terem sido selecionados dois engenheiros € igual a Ta

determine o niumero de elementos que integraram a equipa mobilizada para restaurar os servigos.

Para resolver este problema, percorra as seguintes etapas:

e equacione o problema;

e resolva a equacgao, sem utilizar a calculadora, a ndo ser para efetuar eventuais calculos

numeéricos.
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5. Numa associagdo de solidariedade social, existem 25 voluntarios a trabalhar num projeto de
distribuicao de refeigbes — alguns tém menos de 30 anos e outros tém 30 anos ou mais. Sabe-se que:

e 60% dos voluntarios sdo rapazes e 40% sao raparigas;

. dos rapazes tém menos de 30 anos;

ulw viN

das raparigas tém 30 anos ou mais.

A Marta e o Rui participam neste projeto, e ambos tém menos de 30 anos.

Pretende-se formar, ao acaso, de entre os 25 voluntarios, uma equipa de 6 elementos.
Determine a probabilidade de a equipa ser constituida pela Marta, pelo Rui, por outro voluntario
com menos de 30 anos (rapaz ou rapariga) e por trés voluntarios (rapazes ou raparigas) com 30

anos ou mais. Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as milésimas.

6. Seja E, conjunto finito, o espago amostral associado a uma certa experiéncia aleatoria e sejam
A e B dois acontecimentos (A c E e B c E). Sabe-se que:
e 5P(AUB)=2+4+5P(ANB)
3
e P(B) =1

Determine o valor de P((A U B) U A). Apresente o resultado na forma de fragdo irredutivel.

7. Considere a sucessdo (u,) de termo geral u, = % Seja f a fungdo, de dominio R\{-5},

1
2x+10

definida por f(x) =

. O limf (u,) é igual a:

(A) —oo (B) 0 (C) -5 (D) +o

8. Seja f a fungao, de dominio R, definida por:

—2x3-x2+6x
{ “Z16x18 se x > —2
flx) = { =7 se x = —2
| =
L ’ Zx:_7 se x < =2

8.1 Averigue, recorrendo a processos exclusivamente analiticos, se a fungao € continuaem x = —2..

8.2 Qual é a equacéo reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa —17?

26 11 6 11
A)y=7x+— B)y=—-x+
26 103 25 131
©y=TFx+3; D) y=Tx+7;3
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8.3 Seja g: R* - R uma fungéo tal que:

X— 400 3x2+x ’

o areta r é assintota obliqua ao grafico de g.

Para um certo numero real a > 0, sabe-se que a reta secante ao grafico de f nos pontos de
abcissas a e 2 é perpendicular a reta r.
Determine, recorrendo a calculadora, o valor de a, com arredondamento as centésimas.

Na sua resposta:

e apresente uma equacao que lhe permita resolver o problema;
e represente, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungao(des) visualizado(s) na calculadora
e assinale o(s) ponto(s) relevante(s) que lhe permitem resolver a equagéao.

9. Seja f afungao, de dominio |1, +oo[. Sabe-se que:
1 .

e
x-1 '’

e f édefinida por f(x) =

o lim ®=1.

X—> 400 X
Estude a fungdo f quanto a existéncia de assintotas verticais e de assintotas obliquas ao seu

grafico e, caso existam, escreva as respetivas equagdes.

10. De uma funcao real de variavel real h, sabe-se que h'(-2) = —3.

Entdo, lim h(z2) — h(x)

é igual a:
x—>—2 X24x-2 9

(A) 2 (B) 1 (C) -2 (D) -1

11. Num reservatorio, o nivel da agua varia continuamente ao longo do dia. O reservatorio tem
capacidade maxima de a metros de altura (a > 0). Seja h:[0,a] — [0, a] a fungdo continua que
associa a cada instante x horas (medido a partir da meia-noite até a horas) a altura h(x) (em
metros) da agua nesse instante.

Prove que existe, pelo menos, um instante ¢ € [0, a] tal que o nivel da agua no reservatorio,

nesse instante, € exatamente igual a a — c.
FIM

COTACOES

Item

Cotagéao (em pontos)
1. 2. [3.|4. |5 |6.|7./81|82(83|9.|10.|11.| TOTAL
10 | 10 |20 (18 |20 |18 | 10| 18 | 10 | 18 |18 | 10 | 20 200
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1.

TESTE N.° 2 — Proposta de resolugao

Opgao (C)

Se ao numero de cédigos constituidos utilizando exatamente duas vogais “a” retirarmos o numero de

@0 “, 9

cédigos constituidos por exatamente duas vogais “a” e trés vogais “e”, obtemos o numero de cddigos

“a “,0

distintos que € possivel constituir utilizando exatamente duas vogais “a” €, no maximo, duas vogais “e”.

Assim, °C, x 4 x 4 x 4 — °C, = 640 — 10 = 630.

2. Opcao (B)
Existem duas alternativas para que o as fiqgue numa das extremidades. Para cada uma destas opgoes,
existem 9! maneiras diferentes de permutar as nove cartas que nao sao figuras (as cartas do 2 até
ao 10) e, para cada uma destas, existem '°4; modos distintos de escolher, ordenadamente,
trés posicbes, de entre 10, para dispor as figuras.
~c_¢c_c_c_c_c_c_c_c__
3. Numero total de canetas: 5+3 = 8
Numero de casos favoraveis: °C; x 3C; + °C, = 25
Numero de casos possiveis: 8C, = 28
_B 0,8929
P=28~"
A probabilidade, sob a forma de percentagem, com arredondamento as décimas, de a Inés oferecer
a irma pelo menos uma caneta azul é 89,3%.
2n ) -2
5¢, 22 (Z?n—z)!xm 22 (%"—z)!xm 22
4, ——=— = T TThth—Dm—T  — o=
nc, 145 ™ 145 nn-1)n-2)! 145
(n—2)!x2! (n—2)!x2!
x(E-) _ 22
n(n-1) 145
o) 2
—— n-—1 145
n+0
& 58x (2-1)=22n-122
5
& = — 58 = 22n — 22
& 116n — 290 = 110n — 110
< 6n =180
o n=30
Portanto, o numero de elementos que integram a equipa mobilizada para restaurar os servigos € 30.
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5. 0,6 X 25 = 15 — numero de rapazes

25 —15 = 10 — numero de raparigas

%x 15 = 6 — numero de rapazes com menos de 30 anos
15 — 6 = 9— numero de rapazes com 30 anos ou mais

%x 10 = 6 — numero de raparigas com 30 anos ou mais
10 — 6 = 4 — numero de raparigas com menos de 30 anos
NUmero de casos favoraveis: 8 x °C; = 3640

Numero de casos possiveis: *°Cs = 177 100
3640

~ 177100

A probabilidade pedida, na forma de dizima, arredondado as milésimas, é 0,021.

p ~ 0,021

6. 5P(AUB)=2+5P(ANB)5P(ANB)=2+5P(ANB)
©5(1-P(ANB))=2+5P(ANB)
©5-5P(ANB)=2+5P(ANB)
& 10P(ANB) =3

3
©P(ANB) =—
(AnB) =15

P(AUB)UA)=P((ANB)UA) =
=P((Aud)n(Bu4))=
=P(Un(Bu4))=
=P(BUA)

P(BUA)=P(B)+P(A)—-P(BNA =
P(ANB)

=1-P(B)+P(ANB) =

3 3
= 1——-|-—=
5 10
10

7. Opcao (D)
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1
X T 10
1 —
2x(=5%)+10
1

o+

limf (up) =

= 400

8.
8.1 f é continua em x = —2 se existir xlimzf(x), isto é, se lin%_f(x) = lin%+f(x) = f(-2).
—— X—>— Xx-—

. s 7Vx2-3-7 _
.xkznz_f(x) - xl}£n2— 2x+4 -
— lim 7(Vx2-3-1) _
x—>-2" 2x+4
-7 lim (Vx2-3-1)(Vx2-3+1) _

x—>—2"  (2x+4)(Vx2-3+1)
=7 lim x4
T Tx5-2- x+a)(VaP3+1)

_7 5 (x-2)(x+2)
- ZxLH—nz— (x+2)(Vx2=3+1)

L lim ——2— =
2 x>-2"Vx2-3+1
7 -2-2

2 X J(=2)2-3+1 -

. . —2x3-x2+6x
e lim f(x)= lim ———
x— =2+ x2+6x+8

Calculos auxiliares

x— =2t
_ —x(2x%+x-6) 2 ! e
x— -2+ x2+6x+8 2 e
C iy o= _ S B
- ot (x+2)(x+4)
x— =2 ( )( ) 2x2+x—6=(x+2)(2x—3)
= lim &3 toe s
x> -2+  x+4 2 2 8
_ —(-2)(2%x(-2)-3) — 1 4 0
—2+4
— _7 x2+6x+8=(x+2)(x+4)

o f(=2)=-7

Como xlin%_ flx) = 1in;+f(x) = f(—2) = -7, conclui-se que f é continua em x = —2.
—— X——
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8.2 Opc¢ao (A)

—2(=1)°-(=1)?+6(-1)
f1 = CD?+6(-D+8
_2-1-6 _

T 1-6+8
5

3

, _ (—6x2-2x+6)(x?+6x+8)—(—2x3—x2+6x)(2x+6)
f (x) o (x2+6x+8)2

F(-1) = (-6(-1)2-2(-1)+6)((-1)2+6(-1) + 8) _(_2(_1)3_(_1)2+6(—1))(2(—1)+6) _
((-1)% +6(-1) + 8)?
_ (=6+2+6)(1-6+8)—(2-1-6)(-2+6) _
B (1-6+8)2 -

__6+20
=0 =
26
9

O declive da reta tangente ao graficode f,emx = -1, é %6 Assim:

=By (-1D)+bob==
3 9 9
A equacao reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa —1 éy = %x + %

8.3 lim 40X©x=8) _ 5 o |y 9XExS _ 5

xX— +0o0 3x2+x x> +oo  x(3x+1)

. X . 6x—5
< lim 9t X lim =2
x— +00 X x— +00 3x+1
gx)

. )
& lim ==X lim 2
x>+ X X— 400 x(3+;)

=2

5

6__

. x .

< lim 909 o lim 4§ =2
x>+ X x—>+oo3+;

. X 6
& lim M><—=2
xX—> +00 X 3

o lim =1
X-> 400 X

Daqui se conclui que o declive da reta r € 1, pelo que, para que a reta secante ao grafico de f nos

pontos de abcissas a e 2 seja perpendicular a reta r, é necessario que o seu declive seja igual a —1.

Assim:
—2a3-a%+6a  -2x23-2246x2
fl@-f@2) _ —1 & —d?+6ats 22t6x2t8 . _q
a—2 a—2
—2a3-a%+6a +1
a?+6a+8 3
o 4teats S — 1
a—2
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Utilizando x como variavel independente:

—2x3-x2+6x 1
x2+6x+8 3 _ _{
x—2

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora:

—2x3-x%46x 1

— _x’+6x+8 3 y
= x>0
Y1 x=2 !

A

¥, =-—1

\\"

)

A abcissa do ponto /, com arredondamento as centésimas, é 3,33, o que corresponde ao valor de a.

9. f é continua em ]1, +oo[, pelo que apenas a reta de equagéo x = 1 podera ser assintota vertical ao
grafico de f.

lim, () = lim i, LEDETD
X—

x- 1t x—-1 x- 1t x—1

— lim (x—1)(x+1)(x?%+1)

x— 1t x-1

V=1 (x+1D)(x2+1) _

x— 1t ( x—l)2 N

— lim VO+D(x2+1)

x— 1t x—1

_Jar+1)((11)2+1)

vit-1

I
5.

= +OO
Como lirr11+ f(x) = +0, areta de equagéo x = 1 é assintota vertical ao grafico de f .
X

Como lim f&)
X—> 400 X

= 1, no caso de existir assintota obliqua ao grafico de f, a equacao da assintota

obliqua sera dada pory = x + b.

Para determinar o valor de b, temos de calcular xliT (f(x) —x).

Assim:

Jim (f() = x) = lim <_-1 _ ) _

x>+ \ x—1
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lim Vaxt—1—(x2-x) _
xX— +00 x—-1
(m— (xz—x))(\/m+(x2 —x))

x—}Too (x—l)(m+(x2—x))

xt—1—(x? —x)2

xEToo (x—1)(Vxt-1+x2-x) -

x*—1-x*+2x3-x2

xl—}Too (x—1)(Vxt-1+x2-x) -

im 2x3-x2-1 _
x> +o0 (x—1)(Vx*-1+x2-x)

— lim 2x3-x2-1 _
Xt (x—l)(x2 1—xi4+x2—x)
. 2x3-x2-1
= lim =
+
IR a—n)| w2 [1-E+1-1
x* x
3 1 1
x3(2—=—=
. 3
e
+
()
1 1
: s
= lim
xX— +oo 1 1 1
(1‘;)<(\/1‘x—4+1‘;)>
2-0-0

- (1-0)((vi-0+1-0))

2
2
1

Conclui-se, assim, que a reta de equacéo y = x + 1 € assintota obliqua ao grafico de f.

Uma vez que o dominio de f é |1, +oo[, ndo podera existir outra assintota obliqua ao seu grafico.

10. Opgao (D)

lim w = lim w _ Calculo auxiliar
x>-2 x2+4+x—2 x=-2(x+2)(x—1) 11 -2
. h(x)—h(-2 — -2 2 2
= lim h@) —h(=2) lim —& = —
x—>—2 x+2 x—>—2x—1 | 1 1 0
=h'(—2)><(l)= 22 x—2=(x+2)(x—1)
3
3
=-1
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11. Sabe-se que a € R*,D,, = [0,a] e D'}, = [0, a].
Pretende-se provar que existe, pelo menos, um instante ¢ € [0, a] tal que h(c) = a —c.
Caso h(0) = a ou h(a) = 0, tem-se que os pontos de abcissas 0 ou a satisfazem o pretendido.
A condi¢do h(c) = a — c é equivalente a h(c) —a+c = 0.
Seja g a funcgéo definida por g(x) = h(x) + x — a tal que h(0) # a e h(a) # 0.
g € continua em [0, a], por se tratar da soma entre duas fungdes continuas neste intervalo.
g(0) =h(0)+0—-a=h(0) —a<0,pois D'y =[0,a] e h(0) # a.
g(a) = h(a) +a—a=h(a) >0, pois D'y, =[0,a] e h(a) # 0.
Daqui se conclui que g(0) < 0 < g(a).
Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, 3c € ]0,a[: g(c) = 0, isto &, existe pelo menos um instante
€ 10,a[: h(c) + c —a =0, ou seja, h(c) = a —c.
Em ambos os casos, provamos que existe pelo menos um instante ¢ € [0, a] para o qual
h(c) =a—c.
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